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FORORD

Matematikdidaktik inbegriper vanligtvis mal, form, innehall och metoder och inkluderar fragorna
hur, vad och varfor man lér sig och undervisar i matematik. Detta matematikdidaktiska arbete pa
30 studiepoéng dr pricken dver i-et pd en femarig lektorutdanning i realfag vid Universitetet 1
Tromse med matematik och fysik som huvuddmnen. Integrering av ett ars praktisk-pedagogisk
heltidsstudium utmynnade i ett 10 studiepodngs matematikdidaktiskt arbete, som handlade om en
diagnostisk uppgift i en hogstadieklass. Den aktuella lektorutdanningen ger

undervisningskompetens i matematik, fysik och naturfag pa hogstadieskolor och gymnasieskolor.

Processen att skriva denna uppsats har varit bade kravandes och larorik. De suverdna och
sakkunniga viagledarna Anne Birgitte Fyhn, Institutt for pedagogikk og lerarutdanning och
Ragnar Soleng, Institutt for matematikk og statistikk, har med sina djupa kunskaper och
kompetenser med stor precision guidat mig genom arbetets modor. Min tidigare studiekamrat och
innebandylagkamrat, tillika matematisk statistiker, Johan Lindbéack har forhindrat nagra
fornorskade ord att framtrdda 1 denna text. Utan er hade inte detta arbete sett ut som det gor, tack.
Stort tack till min underbara familj Laila, Vilja, Hannah och Elle for att ni finns. Ni har statt ut
med en franvarande man, pappa respektive bonuspappa i hemmet under utférandet av detta
arbete. Tack ocksa till mina barns farmor och farfar, som under min studietid i perioder har
pendlat mellan Sverige och Norge for att umgés med och hjilpa barn, svigerska och barnbarn.
Utan inspel, stod och givande diskussioner med var och en av de ovan nimnda hade jag aldrig

kommit 1 mal.

Jag vill dven rikta ett stort tack till ndgra studenter. Tack Silje Jorgensen och Ingar Ma&hlum
Arntzen for goda inspel till utformningen av intervjumaterialet, under ert praktisk-pedagogiska
utbildningsér. Tack alla ni studenter som villigt stillde upp som informanter till denna studie.
Sist men inte minst, ett speciellt tack till er fyra forstadrsstudenter som aktivt bidrog till

intressanta intervjusituationer. Lycka till med vidare studier.

Tromsg, maj 2009

Jonas Oskarsson
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1 INLEDNING, PROBLEMSTALLNING OCH UTFORMNING

Omradet matematik ar idag kontextuellt vidare dn det var ar 1886. Likavil kan det vara nyttigt att
reflektera Gver datidens uppslagsord: "Matematik kallas vetenskapen om storheter i allménhet
och deras egenskaper samt lagarna for deras forhdllanden till hvarandra” (matematik, 1886).
Storheternas egenskaper och forhallanden till varandra ar fortfarande vitala inom matematikens

varld. Olika anvindning av dessa storheter skapar givetvis olika begreppsbilder.

Ur matematikdidaktisk synvinkel ér det vdsentligt bade hur man forvdntas lira sig matematiska
begrepp och hur man verkligen lir sig begreppen. Dessa begrepp édr vedertagna genom konsensus.
Vardagsbegreppet branthet kan beskriva hur vi uppfattar den fysiska omgivningen, vilket 4ven
kan generera en kénsla av riktning. Begreppet kan ingé i en grafisk beskrivelse av en matematisk
funktion med hénsyn till den momentana storleksidndringen av en specifik funktionsvariabel vid
en bestdmd punkt pa grafen. Brantheten till en funktionsgraf kan preciseras matematiskt med
hjalp av stigningstalet till tangenten till funktionsgrafen. Derivatan &r ett vedertaget och precist
matematiskt begrepp for det momentana fordndringsmattet till en kontinuerlig och deriverbar
funktion, vare sig den uttrycks riktningsmaéssigt, grafiskt eller algebraiskt. En gest kan
representera exempelvis en riktning, eller hur brant det dr, vilket kan komplettera begreppsbilden

till den momentana forandringen.

Matematiska resonemang som leder till slutsatser vad géller problemstillningarna, &r centrala i
matematiska problemlosningssituationer. Dessa resonemang kan till exempel representeras av
tankar, skrift, figurer och tal (Bergqvist, 2007; Lithner, 2003, 2004, 2008; Pettersson, 2008) samt
gester (Gray & Tall, 2001; Radford, 2009; Sfard, 2009). Problemldsningssituationen kan
exempelvis vara en examen eller en kvalitativ intervju. Att en student har klarat av en examen, ar
ett slags métt pa eller en kvalitetssékring av att studenten forvéntas kunna ndgot av vad som

anses vara centralt 1 kursen.

Larararbete liksom forskning &r dynamiska processer, dar man reflekterar over strukturellt
inordnade objekt i hopp om 6kad forstéelse. Syftena med detta masterarbete ér:
a) att studera resonemang och reflektioner kring bruk av matematiska begrepp i
problemldsningssituationer, for att undersdka hypotesen att de kan leda till 6kad
matematisk begreppsforstaelse och

b) att lira mer om ett specifikt tema, genom ett vetenskapligt arbete.



INLEDNING, PROBLEMSTALLNING OCH UTFORMNING

Den ursprungliga problemstédllningen 1 detta arbete &r:

-Hur forstar och resonerar studenter kring det matematiska begreppet derivata?

For att begriansa omfanget av uppsatsen, studeras problemlosningssituationer genom fyra
intervjuer med forstadrsstudenter. Under forberedelserna till intervjuerna kopplades teorier om
begreppsforstdelse samman med gesters betydelse (Radford, 2009; Sfard, 2009) och ytterligare

en problemstéllning véxte fram:

-Hur kan gester vara betydelsefulla for matematisk begreppsforstaelse?

Intervjuerna analyseras dels med fokus péd begreppsanvandningen kring derivatan och dels pa hur
gester anvénds. Jag Oonskar dven att se om det finns sammanhang mellan att klara examen i
kursen Kalkulus 1 vid Universitetet 1 Tromse och att ha god begreppsforstdelse av derivatan som
matematiskt funktionsbegrepp. God begreppsforstaelse relateras hér till kreativt matematiskt

resonemang, vilket beskrivs ndrmare i avsnitt 2.5.2.

Denna text tar utgdngspunkt i1 att man kan uppfatta derivatan dynamiskt som del 1 en
deriveringsprocess och/eller statiskt som den deriverade produkten. Den deriverade produkten
kan da vara en storhet som representeras av stigningstalet till tangenten till en graf. Dynamiskt:
man utfor en handling, process eller algoritm operationellt. Statiskt: man ser strukturellt pa
begreppet som ett objekt (Sfard, 1991). Har en student i en problemldsningssituation mer fokus
pa derivatan statiskt som ett resultat av deriveringsprocessen, dynamiskt i sjilva
deriveringsprocessen eller som en blandning av de tva? Grafer anvénds i intervjusituationerna
dels for att synliggora potentiella kognitiva konfliktsituationer och dels som inspiration till bruk

av gester som resonemangsform.

Det ar utfort relativt fa kvalitativa matematikdidaktiska studier angéende forstéelse av derivatan
eller derivation i Norge. Jorgensen (2006), Kalve (2002) och Vikse (1999) fokuserar pa elever i
gymnasieskolan och jag har inte funnit ndgon studie som fokuserar pa norska forstadrsstudenter
vid hogskola eller universitet. Internationellt, finns det ddremot en hel del studier pa
universitetsstudenter (Asiala, Cottrill & Dubinsky, 1997; Aspinwall, Shaw & Presmeg, 1997;
Berggren & Ekblad, 2007; Bergqvist, 2007; Bezuidenhout, 1998; Hahkioniemi, 2004; Pettersson,
2008; Tall & Vinner, 1981; Viholainen, 2006).
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Deriverbara funktioner ar centrala i matematiska grundkurser 1 kalkulus pa universitet. Det visar
sig att man rutinmdssigt kan 16sa upp till 70 % av uppgifterna i en sddan grundkurs, utan kreativt
matematiskt resonemang (Lithner, 2004). Om de flesta problemldsningssituationerna i
kurslitteraturen bara kraver rutinméssiga procedurer for att kunna l9sas, riskerar man att

examensfragorna ocksa kan 16sas rutinméssigt (Tall, 1996).

Bergqvists (2007) studie visar att man utan kreativt matematiskt resonemang bade kan klara 15
av 16 matematikexamina och kan l9sa mer @n 65 % av examensuppgifterna. “Further research on
the students’ opinions on different types of reasoning and what they choose to practice is

important and interesting” (ibid., s. 369). Denna text &r ett bidrag till vidare forskning pa omradet.

Analysens informationsméingd begridnsades av att intervjuerna inte filmades. Detta begrinsar
dven mojligheterna till observation av gester. Svenska dr mitt modersmal och dr dérfor det sprak
som jag kan uttrycka mig mest precist pa, vilket avgjorde valet av sprak for detta masterarbete.
Informanterna daremot, bade talar och skriver pa norska, vilket medfor begransningar med denna
text 1 och med att information som ges pa ett sprak bade tolkas och uttrycks pé ett annat.

Begriansningar som dessa tas upp i metodkapitlet.






2 TEORI

Ett vetenskapligt arbete baserar sig pa tolkningar av verkligheten och den starkaste
sannolikhetsgraden av riktig beskrivelse av verkligheten kallas inom vetenskapen for teori.
Teorierna i detta vetenskapliga arbete kretsar i huvudsak kring forstaelse av derivationsbegreppet
relaterat till grafisk tolkning av derivatan i problemlOsningssituationer. Teorier och tillika
tolkningar bygger pa observerbara héndelser, hér kallat for fenomen, som ar relaterade

kontextuellt till vetenskapliga metoder som anvénds for att na vetenskapliga resultat.

Detta kapitel gér fran fenomen via kunskapsteori till begreppsforstielse och dr fundamentet till
bade metodkapitlet och analyskapitlet. Har beskrivs dven hur derivatan behandlas i laroplaner
och det teoretiska grundlaget till analysverktyget som anvinds i detta arbete. Teoridelen kan
verka onddigt omfattande nir andra begrepp én derivatan behandlas, men for att forstd hur
begreppet derivata kan anvéndas, dr det nddvéndigt att inkludera relevanta begrepp kring
derivatan och derivation. Exempel hérav ér funktion, kontinuitet och grdinser, vilka pad samma vis

som begreppet derivatan relateras till objekt och/eller i processer.

2.1 Konstruktivism

Vetenskapens virld har minst lika manga olika indelningar som fenomen har tillhorigheter.
Naturvetenskapen har som mal att beskriva fysiska fenomen. Denna relation mellan fenomen och
verklighetsuppfattning beskrivs utifran olika synvinklar. En idé, dr att en beskrivning av den
aktuella tillndrmningen som forskaren anvénder sig av underldttar forskningsarbetet, eftersom
beskrivningen ocksa strukturerar upp tillvigagéngssittet for studien. Om man 6nskar att beskriva
fenomen som ménskliga beteenden kan en stimulus-respons-modell fungera val som teoretiskt
fundament ur vad som kallas ett behavioristiskt synsétt. Forvantningen &r att man tilldgnar sig

forstaelse av fenomen genom en teori.

Det teoretiska grundlaget for denna text utgér fran en konstruktivistisk kunskapssyn.
Konstruktivistisk kunskapsinldrning betyder att individen sjdlv och aktivt konstruerar sin egen
kunskap (Lyngsnes & Rismark, 2007). Piaget (1972) baserade sin konstruktivistiska teori om
intellektuell kognitiv utveckling pa intervjuer med barn, vilket pekar pa att intervjumetoden 1
detta fall ar betydelsefull for konstruktionen av en sddan kunskapsteori. For varje teoribildning
och teorianvdndning ar begrepp viktiga bland annat for att man ska kunna sirskilja situationer.

Piaget anvénde sig av begreppen schema, assimilation, ackomodation och ekvilibrium, vilka
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genomsyrade hans syn pa den individuella inldrningsprocessen. Varje individ som ska ldra sig
ndgonting kognitivt, maste ha ett mentalt schema for den inre representationen (Lyngsnes &
Rismark, 2007). Mottagandet av informationen tolkas via dessa mentala scheman utifran
kontexten genom assimilation for att sen anpassas till den nya situationen genom ackomodation.
Inlarning sker hir varken spontant eller passivt, utan individen maste ha motivation eller mal i
relevant kontext for att klara av att genomfora inlérningsprocessen till ekvilibrium da en slags

jamvikt rdder inldrningsméssigt (ibid.).

Om syftet dr att studera hur en forstadrsstudent forstar derivatan, kan det vara relevant att veta
hur studenten borjade lédra sig forsta begreppet derivatan, da som elev. Derivatan ingér i detta
hypotetiska fall i kontexten av en funktion. Derivatan och funktionen foretrdds av individuella
och inre representationer hos studenten som mentala objekt. Det mentala objektet av funktionen
kan vara exempelvis ett algebraiskt uttryck i form av en formel f{x) som beskriver funktionen,
den geometriska bilden av funktionens graf eller som en relation mellan funktionens beroende
och oberoende variabler. De interna relationerna mellan begreppen derivatan och funktionen, ar
kopplade till aktuella mentala forstdelsescheman, som beror av kontexten man anvénder dem i.
Genom exempelvis en intervjumetod kan dessa fenomen tolkas. Fenomenologin kan ocksa béra
skulden till didaktiskt oonskade resultat. Elever som anvinder brakbegreppet alltfor begransat
under inldrningsprocessen, riskerar att inte forstd vad begreppen betyder eller vad de kan

anvindas till (Freudenthal, 1983).

En gren inom den konstruktivistiska teorin dr den sociokulturella, 1 vilken interaktionen mellan
individen och kontexten spelar stor roll. Denna teori har vidareutvecklats av bland annat
Vygotskys forskningsarbeten pd hur en, i situationen mer kompetent person, kunde hjilpa barn i
praktisk aktivitet att klara nagot som barnen inte klarade utan hjélp i olika kontexter (Lyngsnes &
Rismark, 2007). Det en individ kan méstra pa egen hand, kallas for den aktuella utvecklingsnivan
och vad andra kan, kallas for den potentiella utvecklingsnivan. Inldrningssituationen dér
individen utvidgar sin forstdelse med hjilp av spréket, ligger mellan de bagge nivéerna och kallas

for den narmaste utvecklingszonen (ibid.).

Intellektuell kognitiv utveckling startar enligt sociokulturella teorier pa ett yttre plan for att
dérefter fa betydelse for individen pd ett inre plan (ibid.). Relationerna mellan kontextens yttre
process och individens inre process sammankopplas genom en brobyggande process innanfor den

ndrmaste utvecklingszonen. Andra begrepp som passar in 1 inlirningssammanhang relaterat till
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denna brobyggningsprocess ar “’learning gap” och teaching gap” av Stigler & Hiebert (1999).
De beskriver inte ndgra kompetensméissiga luckor, utan hur olika inldrningsmetoder i olika
kulturer kan hjélpa oss att relatera till olika kontextuella perspektiv, i syfte att skapa
gynnsammare forutsdttningar under inldrningssituationer. Kompetens relaterad till kunskap

beskrivs hdrnidst, innan begrepp behandlas 1 kapitel 2.3.

2.2 Forstaelse, kunskap och kompetens

Det dr en generell forestillning att en genomsnittsstudent inte kan forvénta sig att verkligen
forsta matematik och att genomsnittsstudenten inte sjdlv kan konstruera nadgonting forutom
reglerna och metoderna som har demonstrerats av liararen (Schoenfeld, 1992). Det ar skillnad
mellan att forstd matematik och att kunna matematik. Forstdelse anses av Ryve (2006a) vara en
komponent av en kompetens. Det att kunna olika omraden inom @mnet matematik kallas for

matematisk kompetens, enligt styrdokument som Kunnskapsleftet (KD, 2006).

Ryve (2006a) har fokus pa matematisk kunskap 1 relation till styrdokument nir han presenterar
matematiska kompetenser som identifierats av Mathematics Learning Committee. Han beskriver
komponenter till matematiska kompetenser som anvénds nir man forsoker att kategorisera
matematikkunnande eller kunskap i matematik. Dessa komponenter dr inte kompetenser i sig
sjdlva, utan vidare 1 sin betydelse som forstéelse, fardighet, formaga eller attityd. Bred
matematisk kompetens kan beskrivas utifran foljande fem komponenter: begreppsforstéelse,
raknefardighet, problemldsningsforméga, matematiskt-logiskt resonemang och positiv instédllning
till matematik (ibid.). Detta arbete har fokus pa de tre komponenterna begreppsforstaelse,
matematiskt-logiskt resonemang och problemlosning. For att en rik och nyanserad begreppsbild
ska kunna bidra till en god begreppsuppfattning méste man fa de viktiga begreppen belysta ur
olika aspekter (Niss, 2001).

2.3 Begrepp

I detta arbete Oversitts concept till begrepp. Forstaelsen av derivatan som matematiskt begrepp,
ar en vixelverkan av begrepp relaterade till varandra. En generell beskrivelse av begrepp gér,
efter reflektioner, 6ver i en mer specifik beskrivelse. En effekt av vixelverkningen &r att den
kontextuella forstaelsen av begreppen breddas. Begrepp ar resultat av reflektioner, inte
tvartom. ”Cognition does not start with concepts, but rather the other way around: concepts are

the result of cognitive processes” (Freudenthal, 1991, s. 18). Det kan verka som att “[t]eaching
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concepts is likely to create the illusion of adding more understanding to what is learned” (ibid., s.

18), vilket belyser viktigheten i begreppsanvindningen.

Manga matematikldrare onskar, i inldrningssituationer, att bistd nér en individ inte forstér ett
specifikt matematisk begrepp 1 en specifik kontext. Detta specifika begrepp kan vara en del i en
matematisk process pa liknande sitt som Freudenthal (1978) beskriver begreppens delaktighet 1
en inldrningssituation. Han podngterar att i en inldrningssituation ar fokus pa att 14ra ut ndgonting
som samtidigt ska ldras in. Teorier som forklarar en inldrningssituation riskerar att fokusera bort
det studerade objektets betydelse, 1 processen den ingér i, om man skiljer mellan form och
innehall. Begrepp riskerar dé att bli tomma former utan forstaelsemassigt innehéll. Kanske man, i
inldrningssituationer, inte bor separera det matematiska begreppet derivata som objekt frin den
matematiska processen derivation dér begreppet ingar? Freudenthal skildrar vidare lirande som
en individuell process, vilken mdjligen kan observeras mellan hoppen i en diskontinuerlig
inldrningsprocess:

Theories developed by general educationists are empty boxes. [...] The production of empty
boxes is the consequence of a philosophy that separates form from content. Many rituals in
‘education’ originated from a shallow behaviourism, from atomistic philosophies of knowledge,
from interpreting knowledge as a disconnected set of concepts, from interpreting learning as the
attainment of concepts. [...] Teaching means teaching a specific subject, and any theory of
teaching can only arise from a particular theory of teaching a particular subject. Moreover a theory
of teaching should be the complement of a theory of learning. Learning is a process and should
be observed and studied as a process. Observing a process is more than taking a few snapshots.
Learning is an individual process but statistics can at most provide average learning processes.
Learning is essentially a discontinuous process. If a learning process is to be observed, the
moments that count are its discontinuities, the jumps in the learning process. (ibid., s. 77-78)

Att utfora en handling eller en procedur medfor inte per automatik forstéelse for begrepp som ar
resultat av processen. Som ndmnt i 2.2 &r det skillnad pé att forstd och kunna matematik. Man
behover inte nddvéndigtvis ha forstaelse av derivatan som objekt, for att kunna derivera en
funktion med derivatan som resultat. P4 liknande sétt som det ar viktigt att kunna férutse och
forstd konsekvenser av handlingar, ar det viktigt att reflektera Gver varfér man deriverar en
funktion. Forstaelsen till ett matematiskt begrepp kan 6ka om man ser till begreppens inbordes
betydelse i processerna som de antingen ingar i eller &r ett resultat av. Om derivatan till en
funktion efterfrigas pa en examen, dr det mgjligt att anvénda sig av en deriveringsmetod som
leder till korrekt svar, utan att man har forstatt vad derivatan egentligen ar. Niar man si reflekterar
over ett begrepp och dess anvindningsomrade, kan samma begrepp bade anvindas och forstas pa
flera olika sétt och nivéer. Fore man kan léra sig att gd méste man léra sig att sta, sd 14t oss starta

med beskrivelse av begrepp som kronologiskt, under inldrning, anvénds tidigare @n derivatan.
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Arskurser, eller klasser, dr en avgrinsning inom skolvirlden for olika nivder. Norska 4e-
klasselever bor enligt laroplanen ha en viss forstaelse for matematiska begrepp, som exempelvis
brak och division. Divisionsbegreppet omfattar mer &@n sjélva divisionsprocessen, pd samma sitt
som brék &r ett mangfacetterat uttryck. Dahl (2008) har en ingaende, kort och tydlig presentation
av rationella tal 1 form av brakbegreppet och hur det anvinds i matematikundervisning.
Freudenthal (1983) beskriver brak bland annat som forhdllande och proportionalitet mellan

objekt, mdngder eller storheter, dar meter och sekunder dr exempel pa tvé storheter.

Ett matematiskt brak kan exempelvis representeras med symbolerna ”—”, ”:”” och /. Dessa
symboler kan ha olika betydelse beroende pé vilken konstruktion braket representerar: en del/hel,
en kvot, en operator och ett forhallande for att nimna négra. Man kan dven ldsa in
divisionsprocessen i symbolerna, samtidigt som man inte alltid bor det. Ett forhdllande kan
uttryckas med symbolen :”, vilket gor att en elev kan forvixla forhdllande och kvot, eller en
forhallandeoperator med en delningsprocess. En forhallandeoperator transformerar ett objekt, en

mingd eller en storhet till ett annat objekt, mingd respektive storhet.

Forhéllande, kan ses som en funktion som &r avhingig av tva data av ordnade par av tal eller
storheter, medan proportionalitet dr avhéngigt av fyra (ibid.). x;: X, = y;: y; relaterar tva interna
forhdllanden till varandra, medan x;: y; = X»: y» relaterar tva externa forhédllanden till varandra.
Om ett internt forhallande tolkas som dividend och divisor, s dr kvoten, eller resultatet av
divisionsprocessen ett nytt tal, alltsa ett nytt objekt. Divisionen beskriver da forhéllandet mellan
tdaljaren och ndmnaren. Processen att dividera, dvs. att utféra divisionen, relaterar matematiska
begrepp operationellt och ddrigenom relationellt. Hirigenom kan en kvot ses bade som ett
matematiskt objekt och som en bestdndsdel i en matematisk process, vilket leder till ett mdjligt

problemomrade om man inte klarar av att skilja mellan dem.

Externa forhallanden som tolkas som dividend och divisor, far en storhet som kvot. Storheten
hastighet ér en beskrivelse av rorelse och kan forklaras som ett externt forhdllande mellan
dividenden strdcka och divisorn tid. Om man likstéller ett forhéllande med en kvot, kan problem
uppsta (ibid.). Hastigheten definierad som fordndring av ldge per tidsenhet, dr inte samma sak
som att dividera en stricka med en tid, pd samma sitt som en vektor inte 4r samma sak som en

skaldr.
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Genom “’skolprocessen” att delta 1 undervisningen for varje successiv arskurs, bor eleven fa
mojlighet att utveckla begreppsforstdelsen till att dven gélla det matematiska begreppet
férhallande, nér eleverna har nétt 8e-klassen. Trots att man kan anta att elever forstar de olika

begreppen kvot och forhéllande, sé kan man inte anta att de kan skilja mellan dem.

Om en elev inte forstar och kan anvinda begrepp som brdk, division, forhdllande och
proportionalitet enligt ldroplanens bestimda mal for aktuell niva for eleven, kan problem uppsté
nér eleven senare ska utveckla den matematiska begreppsforstéelsen till derivatan och derivation.
Det kan vara problematiskt att avgora exakt nér en elev forvéntas kunna och forstd matematiska
laroplansmaél, dels beroende pa individuell utveckling och dels pa oprecisa laroplansmaél vilka

ndmns mer utforligt i avsnitt 2.4.1.

2.4 Representationer av derivatan

Derivatan kan ses som resultat av externa forhdllanden. Dessutom kan derivatan, pa samma sétt
som brak, representeras av olika symboler som dven kan ldsas” som deriveringsprocesser.
Fokus i denna text dr inte pd symbolbruket till derivatan, utan pa Aur man kan se pé, forsta och
representera derivatan som begrepp i relation till en matematisk funktion. I avsnitt 2.4.1
fortydligas bade funktionsbegreppet som innehaller derivatan och begreppsforstielsens
utveckling i relation till ldroplaner och kurslitteratur. I avsnitt 2.4.2 definieras derivatan och
dartill diskuteras viktiga begrepp, som kan tinkas paverka forstaelsen av derivatan.

Avslutningsvis hanterar 2.4.3 teorier om matematisk begreppsuppfattning.

2.4.1 Derivatan i TIMSS, laroplaner och kurslitteratur

Derivatan representeras i flera sammanhang som har anknytning till inldrningssituationer.
Internationella undersokningar, laroplaner och kurslittetratur dr ndgra exempel pa sammanhang
med relevans till denna studie. Grevholm (2005) menar att Lareplanverket for den 10-arige
grunnskolen (L97) 1 Norge betonade begreppsbildning och begreppslig forstaelse. Krager Vartdal
(2006) uttrycker det som foljer:

En skjematisk fremstilling er referert i veiledning til L97 der man setter opp modellen at en
handling knyttet til en erfaring vil kunne gi en refleksjon som videre resulterer i laering. Man skal
legge til rette for at elevene far bygge sine begreper og begrepsstrukturer, og at forstdelsen og
anvendelsen av disse knyttes til arbeidsmater som legger til rette for at elevene kan vinne
erfaringer for denne byggingen av egen kunnskap. (ibid., s. 53)

Han belyser hur L97 kopplade ihop begreppsforstaelse med kunskap genom anviandning av
begreppsstrukturerna (ibid.). L97 kan delvis ses som en produkt av resultat fran internationella

studier som Trends in International Mathematics and Science Study, TIMSS. En av
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klassificeringarna som gors 1 TIMSS ar elevers kompetensniva for prestationer. Kompetensnivan
hos en elev kategoriseras som avancerat, hogt, medel eller 1agt. Elever pd hogre kompetensnivéer
kan i1 6kande grad demonstrera forstdelse, anvéinda och resonera i matematik (Grenmo & Onstad,
2009). I TIMSS 1995 éterfanns ca. 4 % av 13-aringarna i Norge pa den avancerade
kompetensnivan (ibid.). Det dr tankevickande att inga norska elever, vilket har dr synonymt med
farre dn 0,5 %, &terfanns 1 den avancerade kompetensnivan varken i TIMSS 2003 eller 1 TIMSS

2007.

Matematikuppgifterna i TIMSS delas in i fyra rapporteringsomraden: Tal, Algebra (bara for 8e
klasser), Geometri och Statistik. Sett till ”Algebraomradet” ser det morkt ut, trots att Grenmo &
Bergem lyfter fram négot positivt, nidr de menar att ’[d]et har vert en signifikant framgang 1
matematikkprestasjoner for norske elever pd bade 8. trinn og 4. trinn i perioden 2003-2007”
(ibid., s. 49).

At norske elever gjgr det svakt i algebra, er ikke nytt. Det samsvarer med resultatene i tidligere
TIMSS-studier. Resultatene som presenteres [...] aktualiserer spgrsmalet om vi i for stor grad har
nedprioritert algebra i norsk skole. | et internasjonalt perspektiv er vare elevers prestasjoner i
algebra sa svake at en debatt rundt var generelle nedprioritering av dette emneomradet bar
initieres. Mangelfull forstdelse og kompetanse i algebra vil kunne gi elever som sikter seg inn mot
yrker som forutsetter gode kunnskaper i matematikk, store problemer. Om det ikke er ngdvendig
kunnskap for alle elever, kan det ha en avgjgrende betydning for de man gnsker a rekruttere til
yrker som krever hgy kompetanse i matematikk (ibid., s. 57).

Man ska nog vara forsiktig med att dra slutsatser baserade pa enstaka exempel frn
undersokningar som TIMSS. Som grundlag for kvalitativa undersdkningar eller som
diskussionsunderlag, dr ddremot sddana enstaka exempel vél ldmpade. Mer om den kvalitativa
undersokningsmetoden finns att l1dsa i metodkapitel 3.1. En fraga fran TIMSS 2007 som
behandlar matematikomradet Tal lyder: ’Pa en parkeringsplass var 762 biler parkert i 6 like rader.
Hvor mange biler var det i hver rad?” (ibid., s. 73-74).

Resultatmaissigt, 1 I6sningsprocent, jamfors Norge med Australien, Italien, Japan, Slovenien och

med det internationella genomsnittet:

Australien 12

Italien 51

Japan 72

Norge 5
Slovenien 45
Internationellt genomsnitt | 39

Tabell 2:1 Ldsningsprocent for 4e-klasselever angaende fraga M022106 i matematikomradet Tal fran TIMSS
2007 (ibid., s. 74)
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Det ar tankt att fragan ska testa 4e-arskurselevers fardigheter i division. ”Dersom elevene
behersker algoritmen for divisjon, er oppgaven relativt enkel. Riktig svar er 762 : 6 = 127 (ibid.,
s. 73). Det ndmns att de norska eleverna presterar allra sémst av alla deltagarlinderna i TIMSS
2007. Kanske tolkar manga norska elever fragan helt annorlunda 4n det som var tdnkt? Om man
tolkar fragan som att det stér bilar parkerade 1 6 likadana rader, med 762 bilar, s& kan riktigt svar
vara att det dr 762 bilar i varje rad. Oavsett om resultaten dr en indikation pd att de norska 4e-
klasseleverna sliter med enkla divisionsalgoritmer eller om fradgan kan tolkas annorlunda pa
norska, sa visar den att enstaka exempel fran internationella undersokningar kan vara ldmpliga att
ha med i en kvalitativ undersokning. Det troligaste ar att de norska eleverna sliter med formell
matematik, eftersom det dr ett av huvudresultaten fran rapporten (ibid.), vilket betyder att det &r

ett systematiskt felsvar och inte ett tillfalligt.

Divisionsprocessen kan relateras till och paverka begreppsbilden av derivata med hjilp av det
matematiska begreppet forhdllande. "Begrepet «forhold» er et sentralt begrep i utviklingen av
matematisk forstaelse” (ibid., s. 60) och i TIMSS 2007 finns en fraga inom “Talomradet™ dar
begreppet forhdllande ér 1 centrum:

”Det dr 36 passasjerer i en buss. Forholdet mellom antall barn og antall voksne i bussen er 5 til 4.
Hvor mange barn er det i bussen?” (ibid., s. 60). Tabell 2:2 indikerar att norska 13-aringar sliter

med begreppet forhdllande.

Australien 35

Italien 31

Japan 54

Norge 16
Slovenien 24
Internationellt genomsnitt | 27

Tabell 2:2 Losningsprocent for 8e-klasselever angdende fraga M031286 1 matematikomradet Tal fran TIMSS
2007 (ibid., s. 60)

Eftersom det internationella genomsnittet var sé lagt som 27 % beddms denna friga tillhora den

avancerade nivan, samtidigt som fragan &r 1 enighet med norsk ldroplan.

Resultatet gir derfor et nedslaende bilde av norske elevers kompetanse til & anvende et gitt
forhold til & l@se et spesifikt matematisk problem. Verken i L97 eller KO6 er temaet «forhold»
spesifikt nevnt, men det framheves begge steder at elevene skal kunne regne med prosent, som
er et viktig eksempel pa et matematisk forhold, allerede pa 7. trinn. Den norske TIMSS-gruppa har
derfor vurdert oppgaven til & veere i samsvar med norsk lzereplan (ibid., s.60).
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”Noe av arsaken til det svake norske resultatet pa denne oppgaven, kan skyldes at man i norsk
skole 1 for liten grad behandler vanskelige og teoretiske matematiske begreper som [forhold] og
[proporsjonalitet]” (ibid., s. 60-61). Kronologiskt, under utbildning, foregar dessa tva begreppen
stigningstal och derivata. Detta ger grund till att ana oro angaende begreppsforstaelsen av
derivatan till studenter som har genomgatt studiedr inom L97 och K06.

Derivatan kan man se spér av i laroplanen fran 1994 (R94) och d4 inom funktionsliran:

Elevene skal forsta funksjonsbegrepet. De skal kunne tegne og tolke funksjonsgrafer og kunne
bruke funksjoner i praktiske situasjoner. De skal ha kjennskap til ideene som ligger til grunn for
derivasjon og integrasjon

Hovedmomenter:
Elevene skal

9a forsta funksjonsbegrepet med definisjonsmengde og verdimengde og kunne tegne
funksjonsgrafer med og uten tekniske hjelpemidler

9b kunne finne nullpunkter til funksjoner og skjeeringspunkter mellom kurver grafisk og ved
regning
9c kunne bruke lommeregneren til & finne topp- og bunnpunkter og kunne tolke resultatet i

praktiske situasjoner

aod kjenne sammenhengen mellom linegere funksjoner og rette linjer, kunne finne
funksjonsuttrykket for en linje ved regning, kunne beregne stigningstallet og tolke det i
praktiske situasjoner

9e kunne bruke lommeregneren til & studere funksjoner bygd opp ved hjelp av
potensfunksjoner, eksponentialfunksjoner og de fire regningsartene

of kjenne begrepene lineger og eksponentiell vekst, kunne beskrive slike vekstforlgp
matematisk og vite om noen vanlige eksempler

9g kunne bruke regresjon pa lommeregneren til & finne funksjonsuttrykk som tilneermet
beskriver praktiske sammenhenger

9h kjenne begrepene gjennomsnittlig og momentan vekst, kunne finne tilneermede verdier for
den momentane veksten ved regning, kunne bruke lommeregneren til & finne momentan
vekst og kunne tolke momentan vekst i praktiske situasjoner

9i kjenne til hvordan arealet under en funksjonsgraf kan tilnseermes med rektangler, kunne
bruke lommeregneren til & beregne slike arealer og kunne tolke disse arealene i praktiske
situasjoner (KUF, 1999, s. 10)

Forutom att eleverna forvintas att forsta funktionsbegreppet, ska de kdnna till bland annat
begreppen genomsnittlig och momentan tillvixt och kunna tolka momentan tillvéxt i praktiska
situationer. | huvudmomenten 9a — 91 ovan, ar det stor fokus pa minirdknarbruk. Under borjan av
1990-talet, som en naturlig f6ljd av Internets genomslagskraft tillsammans med internationell
forskningsfokus inom matematikdidaktik, var en del av fokus pd anvindning av minirdknare och
datorbruk i samband med forskning och undervisning derivatan eller derivation (Jergensen,

2006).
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De matematiska kompetensmalen inom K06 kan ses som matematiska processer som eleven bor
klara av etter 2., 4., 7. og 10. arssteget i grunnskolen” (KD, 2006, Hovudomrade). Eftersom de
matematiska kompetensmalen i K06 dr diskontinuerliga i sin beskrivelse och inte specifikt
uttrycker vad eleven bor kunna exempelvis efter 8e-klassen, innebér det implicit att till exempel
begreppsforstaelsen dr tankt att utvecklas som en kontinuerlig process. Mark vil att detta inte

motstrider Freudenthals (1978) idéer att inldrningsprocessen kan vara diskontinuerlig.

K06 delar upp matematiken i sju huvudomraden, varav funktioner &r ett (KD, 2006). Kanske &r
ordet derivation uteldmnat eftersom huvudomradet funktioner nimns fran och med attonde
arskurs samtidigt som ordet derivation bara dr ndmnt efter den norska gymnasieskolans forsta ars
kompetensmal for den mer teoretiskt orienterade “opplaringa” (Vg1T): “eleven skal kunne gjere
greie for definisjonen av den deriverte, bruke definisjonen til 4 utleie ein derivasjonsregel for
polynomfunksjonar og bruke denne regelen til & drefte funksjonar” (KD, 2006, Kompetansemal).
Aterigen kan man indirekt tolka att man har anviindning for derivationsbegreppet nir man ocksé
ska kunna: “gjere greie for funksjonsomgrepet og teikne grafar ved & analysere
funksjonsomgrepet” (ibid.) samt efter Vg1T: ’beregne nullpunkt, skjeringspunkt og
gjennomsnittelig vekstfart, finne tilneerme verdiar for momentan vekstfart og gje nokre praktiske

tolkninger av desse aspekta” (ibid.).

Som larobok under Kalkulus 1 kursen, for forstaarsstudenterna i denna studie, anvandes Kalkulus
(Lindstrem, 2006). Inga fordndringar har gjorts med hiansyn till funktionsbegreppet och derivatan
sedan fOrsta utgdvan av boken 1 1995 (Lindstrom, 1995). Lindstrem (2006) papekar att han
forsoker att undga féllan som bestar 1 att lata varje uppgift vara en enkel omskrivning av ett
exempel i boken och anser vidare att problemldsning dr en av de viktigaste fardigheterna inom
matematik. Som kontraexempel kan ndmnas att Lindstrem (ibid.) har fogat till ett exempel pa hur
man kan finna derivatan till en funktion i en punkt med hjélp av derivatans definition. Denna
fordandring innebar att uppgifter blev enkla omskrivningar av just det extrainsatta exemplet. Man
kan dven se fordndringen som en pedagogisk forbéttring, om konkretiserande exempel

efterstrivas.
Deriverbara funktioner kan ses som sjdlva hjirtat i laroboken (ibid.), dar funktionsbegreppet

anvinds som geometriska bilder av en graf, en algebraisk formel eller som ett forhallande mellan

en avhéngig och en oavhingig variabel dir symbolen f{x) dr den vanligast forekommande
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representationen. Den sista beskrivelsen av en funktion kan dven ses som en avbildning av en

mingd (definitionsmédngden) till en annan (virdeméngden).

Vi skal ikke bruke tid og krefter pa & filosofere over den beste definisjonen av begrepet funksjon. For vare
formal vil det veere tilstrekkelig & tenke pa en funksjon f : A — B som en regel eller tilordning som til hvert
element x 1 4 gir oss ett (og bare ett!) element f(x) i B (ibid., s. 211)

Denna text baserar sig pa en synonym funktionsbeskrivning och som anvénds i K06, eftersom

den dirfor antas vara bekant for alla studenter 1 denna undersdkning:

Ein funksjon beskriv endring eller utvikling av ein storleik som er avhengig av ein annan, pa ein eintydig
mate. Funksjonar kan uttrykkjast pa fleire matar, til domes med formlar, tabellar og grafar. Analyse av
funksjonar gér ut pa a leite etter spesielle eigenskapar, som kor raskt ei utvikling gar, og nar utviklinga far
spesielle verdiar (KD, 2006, Hovudomrade).

Eftersom funktionsanalys sdgs gé ut pa att leta efter speciella egenskaper, som hur snabbt en
utveckling gir och nar utvecklingen far speciella virden, dr begreppsforstielse kring derivatan

essentiell, som ett precist matt pd fordndring.

Resultat fran internationella undersdkningar som TIMSS bidrar till forskningsresultat som i sin
tur bidrar till att exempelvis ldroplaner och kurslitteratur paverkas. I kapitel 2.5 dr fokus forst pa
norska forskningsresultat angaende forstéelse av derivata i inldrningssituationer och dérefter pa

internationella.

2.4.2 Derivatans definition och tillhérande begrepp

Derivatan ir ett forandringsmatt som pa engelska kan oversittas till “rate of change” och pé

norska till ”vekstrate = et mél for endring”. En definition pa derivatan lyder:

Anta at f er definert i en omegn om punktet a (det vil si at det finnes et intervall (a — ¢, a + ¢) slik at
f(x) er definert for alle x i dette intervallet). Dersom grenseverdien

lim f(x)—f(a)

xX—a x-a

eksisterer, sier vi at f er deriverbar i a. Vi skriver

o 1o S ()= f(a)
f'(a) =lim p

X—a x J—

og kaller denne stgrrelsen for den deriverte til f i punktet a (Lindstrgm, 2006, s. 254).

Implicit innebir det att ¢ # 0, for att det ska vara ett intervall. Derivatan till funktionen /1 punkten

a blir da till storlek lik gransvardet i (1):

D f'(a) =lim

X—>a

Jf(x) = f(a)
X—a '
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Andra vanliga uttryckssétt for derivatans definition ar:

fla+ A f(@)

(I /(@)= lim o
och
a @)= lim f(a+h2—f(a)_

Storleken till derivatan till en funktion definieras som gransvérdet till kvoten i (I), da:

(v) lim /(x) = f(a).

Forstaelsen av anvidndningen av derivatan kan variera, beroende pa forstaelsen av begreppet
kontinuerlig, nir det anvénds i funktionssammanhang. Funktionen f'sdgs vara kontinuerlig 1

punkten a som tillhor definitionsmiangden D C R om foljande géller:

(V) Ve>0,30>0saatt xeD,

x—d<8=|f(x)- fla)<e.

Oavsett avstandet ¢ mellan de tvd funktionsvirdena f(a) och f(x), existerar ett avstdnd o sd att for
vilket som helst x i1 definitionsméngden till funktionen inom avsténdet J frdn punkten a, kommer
funktionsvérdet f{x) inte att vara langre ifran funktionsvérdet f{a) &n avstandet . En funktion far
kontinuerlig i ett intervall, om den &r kontinuerlig i varje punkt i intervallet. Om f ar kontinuerlig

1 ett slutet intervall, sd dr funktionen f likformigt kontinuerlig pd samma intervall.

Uttryck (V) kan visas ha identisk betydelse som (IV), i och med att funktionen f4r kontinuerlig i
punkten a, som tillhor funktionsdoméanen, om och endast om funktionsvardet f{x) ndrmar sig

funktionsvérdet f{a), nér x tillhor funktionsdoménen och ndrmar sig punkten a.

Ett sitt att tolka anvdindningen av begreppet derivatan till en funktion &r genom
medelvirdessatsen. Anta att funktionen f ar kontinuerlig pa hela intervallet [a, b] C R och att den
ar deriverbar 1 alla inre punkter x € (a, b). D4 finns det en punkt £ € (a, b) sa att derivatan i

punkten & till storlek ar identisk med stigningstalet till linjen som gér genom punkterna
(a, f(a)) och (b, f(D)):

f(b)=f(@)

(VD) @)=

Ett problem som kan uppsta hir, under inldrningsprocessen, ar att man felaktigt kan tro: givet en

derivata i en punkt & € (a, b), sa ar funktionen f'kontinuerlig och deriverbar pa hela intervallet
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[a, b] C R. Det kan vara svart att forestélla sig en funktion med diskontinuerlig derivata om man
tdnker pé att en kontinuerlig funktion inte kan ha sprangdiskontinuerlig derivata. Ett annat

mojligt problemomréde ar grinsvirdesbegreppet. Det existerar en infinitesimal diskrepans 1 form
av griansvirdesbegrepp for kontinuerliga deriverbara funktioner. Detta sker di en sekant mellan
tva punkter 6vergar till en tangent till den av punkterna som &r fix, nér den ena punkten gar mot
den andra. Ovanstaende, dr mdjliga problemomraden for begreppet derivatan under
inldrningssituationer och innebdr inte att de existerar som faktiska problemomréden i detta arbete,

trots att de begreppsmaéssigt kan vara relevanta i samband med derivatan och derivation.

Samtidigt som det dr bra att kontextuellt kunna skilja mellan anvindningar av begreppet derivata,
finns det risk att man anvinder sig av fundamentala matematiska begrepp felaktigt nér de tas ur
sin kontext. Gransvirdesbegreppet fungerar som kontextuellt lim mellan sekantbegreppet och
tangentbegreppet relaterat till begreppsforstaelsen av derivatan i en punkt. Om derivatan som
storhet av ett grinsvirde ses synonymt med ett stigningstal nar man Onskar att visualisera
derivatan grafiskt som en tangent, kan en f6ljd bli att man ser derivatan som ett objekt i en punkt
synonymt med processen att derivera en funktion. Nir man deriverar en funktion med syfte att fa
fram storleken till en storhet, utfér man en procedur for att fa fram ett objekt som resultat av en

process.

Lindstrem (ibid.) menar att det dr bade vanligt och fordelaktigt att tolka derivatan geometriskt

som stigningstalet till tangenten till funktionsgrafen y = f(x) 1 punkten (a, f(a)). Detta foregas av

en process da stigningstalet till sekanten som ar upphov till kvoten 1 (I) ndrmar sig stigningstalet
till tangenten till funktionsgrafen y = f(x) 1 punkten (a, f(a)) ndr x — a . Lindstrom omtalar
derivatan inte bara som en del i en process, utan dven som en process (ibid.). Processen kan
instrumentellt ses som en procedur, som innebér en struktur i férenklande syfte, vilket
forhoppningsvis leder till 6kad begreppsforstaelse genom relationella reflektioner. Mer om detta i

avsnitt 2.4.3, nedan.

Oavsett vilka begrepp man anvénder sig av nir man ska representera begreppet derivatan, sé
existerar teorier kring matematisk begreppsbildning. Hér foljer beskrivning av hur man kan se pa
och representera derivatan som begrepp genom teorier av Sfard (1991), Freudenthal (1978, 1991),
Van Hiele (1986), Asiala et al. (1996) och Gray & Tall (1994, 2001).
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2.4.3 Derivatan i en dynamisk process eller som ett statiskt objekt

Det dr en kvalitativ skillnad mellan att se ett matematiskt begrepp som ett abstrakt objekt kontra
en process (Sfard, 1991). Objektet uppfattas som statiskt medan processen uppfattas dynamiskt.
En kvalitativ skillnad, ar att man kan utfora en derivation, men inte en derivata. En funktion som
ett matematiskt abstrakt objekt representeras av en statisk forestillning i form av en strukturell
uppfattning eller representation av funktionen. Denna representation av funktionen kan till

exempel vara i algebraisk form eller som en funktionsgraf.

Utifran Sfards (ibid.) terminologi sker sjilva utvecklingsprocessen av 6kad begreppsforstaelse
genom att en trefasers process upprepas da man gér fran operationell uppfattning till strukturell.
De tre kronologiska faserna kallas for inforlivande (interiorization), kondenserande
(condensation) och konkretiserande (reification). Figuren under ger en schematisk bild av

begreppsbildningsprocessen:

Begrepp C
Objekt C =
Konkretiserande
Begrepp B Konderlserande
Inférlivande
Objekt B
Konkretiserande
Begrepp A Konder!serande
Inférlivande
Objekt A
Konkretiserande
Konder!serande
Inférlivande
Kon_kmta L1 Processer pa
objekt konkreta objekt
Figur 2:1 En schematisk bild av begreppsbildningsprocessen (Sfard, 1991, s. 22)

Foljande exempel demonstrerar en mdjlig begreppsbildningsprocess for derivatan som
matematiskt funktionsbegrepp i relation till Figur 2:1. Om utgdngspunkten &r en funktionsgraf,
som konkret objekt, kan man inforliva utgangsbegreppet A. Begreppet A motsvarar ett sedan
tidigare ként begrepp for genomsnittlig tillvixthastighet, genom att utfora operationen att se hur
fort funktionsgrafen vixer eller avtar for ett givet intervall. Den forsta kondenseringsfasen
innebdr att man utfor nyss ndmnda process, Over en tillrackligt l&ng tid, tills man ser den
genomsnittliga tillvixthastigheten 1 intervallet som ett objekt istdllet for utforandet av en process.
Det dr 1 6gonblicket ndr man inser detta, som man har gétt over till den forsta

konkretiserandefasen. Denna fas ér, till skillnad frén de tva foregéende, plotslig och alltsé inte en
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gradvis overgang. I detta ldge beror fortsdttningen av begreppens véxelverkan pé vilket fokus
man har. Antingen stannar man hér och har en mer begrénsad forstaelse av begreppet derivata,
eller sé fortsdtter man att utféra nya processer pa objekt A. Man kan inse att man har borjat
internalisera en process, ndr man i allmidnna drag kan forklara det man goér och varfor man gor

vissa steg 1 en viss ordning (ibid.).

Om vi motiveras till att fortsétta begreppsbildningsprocessen, utfor vi nya processer pd objekt A,
den genomsnittliga tillvixthastigheten, genom att gora intervallen mindre och mindre tills man
nirmar sig en punkt pa funktionsgrafen. Den andra kondenseringsfasen ar redan igdng och nir
man genom denna process inser att man nar ett gransvirde, sd har man samtidigt nétt ett nytt
objekt B, vilket dven leder till forstaelsen av begrepp B. Vi har nu sléppt taget kring processen

och behover den inte langre for att reflektera kring grinsvérdet som objekt.

Vi néjer oss inte med detta begrepp, utan fortsitter mot insikten att derivatan som matematiskt
funktionsbegrepp kan vara storleken till ett gransvérde. Till sist har vi utfort en
deriveringsprocess och far som resultat derivatan till en punkt pa funktionsgrafen som objekt.
Genom att inte separera form fran innehéll, kan man konkretisera derivatan till funktionen
beroende pé vad funktionsgrafen dr uttryck for. Ett undervisningsexempel, som borde vara
bekant for de flesta matematikstudenter, &r att derivatan till en stricka-tid-funktionsgraf ar
hastigheten till objektet i fraga vid en bestimd tidpunkt, vilket kan jamforas med

storhetsrelationerna 1 avsnitt 2.3.

Begreppens betydelse stir centralt i alla inldrningssituationer, eftersom tillignande av kunskap &r
kontextberoende och en dynamisk process. Betrdffande forstielsen, dr det i sa fall av storsta vikt,
under inldrningssituationer, att kunna precisera begreppen man anvander sig av bade

definitionsmaéssigt och anvindningsomradesméssigt. Definitioner dr en méansklig produkt och nér
man definierar ndgonting inom matematiken, s ger man det ett namn. Definitioner &r med andra

ord arbitrdra (Vinner, 1991).

Forstéelsen Gver en situation, eller av ett begrepp, dr kontextberoende och den momentana
begreppsbilden kan ha samspel med den momentana begreppsdefinitionen man har, for att sa
bilda forstielsen av situationen eller begreppet. Nir begreppsbilden inte stimmer verens med

begreppsdefinitionen, eller vice versa, kan en kognitiv konflikt uppsta (ibid.).
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Van Hiele (1986) delade in forstaelsen av geometri 1 fem olika nivéer; fran igenkédnnande pa niva
1 genom den beskrivande nivan 2, intuitiva nivén 3, den formella nivan 4 och slutligen till meta-
nivan 5. Denna modell av forstéelse av geometri, kan anvéndas for att beskriva
forstaelseprocessen under arbetet med ett matematiskt problem. En inlérningssituation kan
antingen ses som induktiv och gar da frén det speciella till det generella, eller som deduktiv fran
det generella till det speciella. Figur 2:2 visar olika forstdelsenivder under en inldrningssituation,
tillsammans med en mdjlig placering av den konkretiserande fasen under

begreppsbildningsprocessen (Sfard, 1991).

7156
g N
QE&RI‘” Niva 5
b _—
T"’ Meta
Niva 4
Formell
y Niva 3
AT ]
INQLK:ZIANIN o Intiutiv erﬂnde
"V Niva 2 retiﬁe" 5 E
i K
y Beskrivande r("ﬂ 1 |,
Niva 1 2

’7 A
lgenkannande T [} er

Figur 2:2 Lérandeprocesser med exempel pa konkretiseringsfas (Sfard, 1991), i relation till van Hieles
forstaelsenivaer (van Hiele, 1986)

Van Hiele menade att lirandeprocessen ér det centrala nir man gér fran en forstaelseniva till en
annan (ibid. s. 5). I en matematisk problemldsningssituation forméar forstaarsstudenter att skifta
mellan olika perspektiv och kan dynamiskt utnyttja en vixelverkan mellan intuitiva idéer och
formella resonemang (Pettersson, 2008). For detta kravs nyttjande av begreppsbilder. Om en
kognitiv konflikt uppstér, till exempel mellan niva 3 och 4, faller studenten ofta tillbaka till en
begreppsbild géllande samma begrepp, men som i en annan kontext inte orsakade en kognitiv
konflikt (Vinner, 1991). Utvecklingen av begreppsforstdelse kan se ut som i Figur 2:3, beroende

av vixelverkan mellan intuitiv tanke a) och formellt resonemang c) som leder till b):

20



2.4 Representationer av derivatan

outputT

input
output
input
inputT
a) Intuitiv respons b Deduktion till falid av intuitiv tanke ¢} Ren formell deduktion
Figur 2:3 Vinners (1991, s. 72-73) begreppsforstaelse tillsammans med van Hieles (1986, s. 6) modell

For att utveckla forstdelsenivan kan man, under ldrandeprocessen, genom reflektion skifta synen

fran processorienterad till objektorienterad:

They [the van Hiele couple] subjected their own actions to reflection. They observed themselves
while teaching, recalled what they had done, and analysed it. Thinking is continued acting, indeed,
but there are relative levels. The acting at the lower level becomes an object of analysis at the
higher level. (Freudenthal, 1991, s. 96)

Genom en aktiv matematisk process i tre steg och reflektion anser Tall (1992) att matematiska
objekt mentalt kan inkapslas (encapsulation) och dédrigenom forstés, vilket forkortas till Action
Process Object Scheme och akronymen APOS. Asiala et al. (1996) anvinder sig av samma

teorigrundlag som APOS till sitt ramverk, for att kvalitativt studera studenters och ldrobockers

matematiska utveckling.

Det att samtidigt kunna se ett matematiskt begrepp som objekt och 1 en process, kallas for
proceptual thinking, vilket 4r sammansatt av de tva begreppen process + concept (Gray & Tall,

1994). Denna id¢ vidareutvecklade de till att gélla "embodied objects”:

‘embodied object’ that begins with sensory perception and is refined in mental thought through the
use of language to give increasingly refined precision and hierarchies of meaning. This gives an
increasingly sophisticated conception of embodied objects (ibid., 2001, s. 67)
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Med Figur 2:4 kan man sétta embodied objekts och procepts 1 perspektiv till fornimmelse
respektive process. Genom reflektering 6ver samhandling, skapas begreppsbilder och

begreppsdefinitioner, som ligger till grund for en slags forstaelse.

Axiomatic Concepts

Theories
Reflection
Embodied Symbols
Objects as procepits

Perceplion 3 _ction

of on

Environment

Figur 2:4 Olika slags mentala enheter framtrddande genom perception, aktivitet och reflektion (ibid., s.71)

Vad ir skillnaden mellan ett “embodied object” och ett procept™? Ett “embodied object” kan
uppfattas fornimmande genom sinnesintryck, medan ett ”procept” uppkommer genom en process
som producerar ett matematiskt objekt och en matematisk symbol som anvénds for att
representera antingen processen eller objektet (Tall, 2001), vilket kan uttydas fran

begreppskartan i Figur 2:4, ovan. Mer om begreppskartor finns i avsnitt 2.5.

Foljande dr dels en beskrivning pa bilden ovan, hur olika slags mentala enheter framstills genom
perception, aktivitet och reflektion och dels en viktig koppling till intervjufragor sé att analys kan

ske med hjilp av bland annat Talls terminologi:

Consider, as a second example, the idea of ‘rate of change’ and the subtle mathematical process
of differentiation and its related concept of derivative. Here we see the picture of a graph as an
embodied object that represents the function concept visually. It can be drawn and seen either
with a pencil or with a wave of the hand in the air. This embodied action conveys the sense of the
changing gradient of the graph as it changes slope. It proves to be natural for many students to
develop an insight into the changing gradient by simply ‘looking along the curve’ and plotting the
visual numerical value of the (signed) gradient as a graph. This can be done visually and
enactively without any numerical calculation or symbolic manipulation. The more formal ideas can
come (shortly) after the fundamental embodied activity has been constructed with

support from the bodily movement of the individual. (ibid., s. 71)

Som ett exempel av en matematisk forstdelseprocess beskriver Tall ovan den matematiska
begreppsbilden av fordndringsmaétt, det vill sdga derivatan. Som utgangspunkt anvénder han
bilden av en funktionsgraf och kallar visualiseringen av den for ett “embodied object”. I denna
begreppsbild ingar att man, efter visualiseringsprocessen (perception) av grafen, kan “kénna”

fordndringsmattet till funktionen genom aktiviteten, att utfora en gest (action), samtidigt som
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man reflekterar Gver proceptet derivatan. Under denna process pa och av omgivningen
(environment) skapas det axiomatiska begreppet som ligger till grund {f6r personens

teoribyggande. Mer om gester finns i avsnitt 2.5.2, nedan.

Kopplat till Sfards begreppsbildningsprocess enligt Figur 2:1 ovan, kan en felaktig uppfattning
om ett begrepp fa dramatiska konsekvenser 1 inldrningsprocessen av ett matematiskt begrepp.
Antingen riskerar man att bygga vidare sin begreppsforstaelse pa felaktiga grunder, eller sa
riskerar man att avsluta man en begreppsbildningsprocess for tidigt, vilket begransar
anvindningsomradet visentligt till begreppet. Det sistnimnda kan fa till konsekvens att man inte
klarar av att se skillnad mellan den deriverade funktionen som ett objekt och derivatan som
objekt till den deriverade funktionen. Samtidigt finns en risk att man hammas i sin matematiska
begreppsutveckling om man inte klarar av att se derivationsprocessen som en forenklande statisk

struktur. Kontexten man relaterar derivatan till, visar sig ater igen vara visentlig.

En mojlig konceptuell svarighet nir det géller begreppsforstaelse och derivata kan vara att man
samtidigt forsoker forklara eller forsta ett momentant fenomen i en dynamisk process. Som
parallell kan man tinka pé ett kontinuerligt intervall bestdende av punkter. Man kan likna det vid
att se en filmsekvens, som &r uppbyggd av momentana bilder, utan att man kan se de specifika
bilderna. Om man omvént, saktar ner visningshastigheten av filmsekvensen tillrackligt mycket,

ser man de specifika bilderna, men forlorar filmkénslan.

2.5 Forskningsresultat om begreppsforstaelse och derivata

Det ar utfort ménga studier angdende matematisk begreppsforstéelse. En slutkommentar i en
matematikdidaktisk doktorsavhandling lyder:

it would be interesting to study how the concept of discourse is used in scientific communications
in the research field of mathematics education since “the communication will not be regarded as
effective unless, at any given moment, all the participants seem to know what they are talking
about and feel confident that all the parties involved refer to the same things when using the same
word” (Sfard, 2001, p. 34). | doubt that the scientific communication about mathematical discourse
could be regarded as effective. (Ryve, 2006b, s. 66)

Inte minst ur effektiviseringssynpunkt vid kommunikation, finns behov for forskning pa
matematiska begrepp. Detta avsnitt avgrénsas till att gélla valda delar av forskning, som handlar
om grafisk forstaelse av derivation och matematiskt resonemang relaterat till begreppsforstéaelse.
Jag finner inte ndgot kvalitativt arbete som grundar sig pa studenters forstaelse av
derivationsbegreppet gjort i Norge, men dock en handfull som baseras pa elever. Eftersom de
flesta elever i Norge blir studenter, ser jag dessa norska undersdkningar som betydelsefulla for

detta arbete.
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2.5.1 Norskt fokus

Jorgensen (2006) hade tvadelad problemstéllning i sin matematikdidaktiska hovedfagsoppgave. |
den forsta delen tittade han ndrmare pa begreppsbilden hos négra norska gymnasieelever i
samband med grafisk framstéllning av derivatan. Nigra av de viktigaste fynden han gjorde var att
forstaderivatan inte var problematisk, men ddremot hade eleverna problem att visualisera
andraderivatan. Den storsta kognitiva konflikten berodde pa att eleverna ofta tolkade grafen
bildligt, vilket skapade problem da grafen till derivatan skulle tecknas. I den andra delen av
problemstéllningen fokuserades det pd sammanhang mellan begreppsbilden och

16sningsstrategier i derivationsuppgifter dir en grafisk tolkning av derivatan var féremélsenlig.

Det visade sig, foga overraskande, att nir ett rikt och kompakt nét av relevanta begrepp fanns
tillgingligt, kunde ocksa uppgifterna 16sas enklare samt att de eleverna med svagare
begreppsbilder stdtte pa problem. Dessa problem var baserade pa kognitiva konflikter och
bristfilliga grafiska bilder av derivatan. Eleverna fick en battre forstaelse av derivatan efter att ha
jobbat med grafiska derivationsuppgifter. Grafiska framstallningar ger eleverna en rikare
begreppsbild genom att de moéter fler representationer av derivatan, vilket ocksé kan vara orsak
till kognitiva konflikter som fungerar likt en sprangbréda till en hogre forstaelse av
derivationsbegreppet (ibid.). Dessa fynd och tankar ligger till grund for en stor del av fokus i
detta arbete.

Vikse (1999) ér en annan som har bidragit till att det finns norska kvalitativa undersékningar pa
elevers begreppsuppfattning angéende derivation. Han anvander sig av kvantitativa resultat fran
TIMSS 1998 angdende grinsvirdesbegreppet och derivationsbegreppet i intervjuer med
gymnasieelever och fokuserar pa missforstaelser som elever kan ha. Ett resultat var att
forstéelsen kring grinsvirdesbegreppet méste starkas hos eleverna. Derivatan verkade mestadels
associeras till stigningstalet till en graf och begreppet genomsnittlig tillvéixthastighet ansdgs som
svart, speciellt i kombination med en ovanlig funktionsgraf. Eleverna fokuserade d4 mer pa

grafens form 4n pé de tvd punkterna som bestimmer den genomsnittliga tillvixthastigheten.

Kalve (2002) drog slutsatsen att elever kunde utveckla god begreppsforstielse av derivatan
genom att uttrycka den med egna ord efter utfort arbete med dataloggar som utgangspunkt.
Hjélpmedel som eleverna anvénde sig av var en rorelsesensor kopplat till ett dataprogram som

grafiskt framstillde en stricka-tid kurva och en fart-tid kurva.
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2.5.2 Internationellt fokus

For att matematikdidaktiskt kunna sdtta begrepp i forskningsmaissig relation till det man studerar,
utan att hamna i ett bottenldst metakognitivt dilemma, kan ett ramverk vara till hjalp. Ett ramverk
inom den matematikdidaktiska forskningen dr en basstruktur for idéer som representeras av
abstraktioner och deras kontextuella interrelationer, vilka fungerar som basen till fenomenet som
ska studeras (Lester, 2005). Lithner (2003; 2004; 2008) och Bergqvist (2007) anvénder sig av ett
ramverk bestaende av begrepp, som samtidigt ar kategoriseringar pé studenters metoder, nér de

16ser till exempel tentamensuppgifter i matematik.

Matematical Reasoning

Creative Mathematically Imitative
Founded Reasoning Reasoning

Global Creative
Reasoning

Local Creative

Reasoning R

R

Algorithmic ‘

Memorised ‘

Delimiting Guidded Familiar
AR AR/MR

Figur 2:5 Lithners (2003; 2004 & 2008) och Bergqvists (2007) analysverktyg for kategorisering av matematiskt
resonemang (ibid., s. 350)

Hiér och i Figur 2:5 betyder reasoning “the line of thought adopted to produce assertions and
reach conclusions in task solving” (Lithner, 2008, s. 257), vilket dr tankegdng som anvénds for
att skapa pastaenden och na resultat i problemldsning. Kopplingen mellan analysverktyget och
teorin med de tudelade begreppen dr uppenbar med tanke pa att ’Lithner remarks that reasoning
can either be seen as thinking processes, as the result of such processes, or as both” (Bergqvist,

2007, s. 350). Resonemang fordjupas till att omfatta allt tinkande relaterat till problemldsning:

Lithner (in press [2008]) defines reasoning as any way of thinking that concerns task solving, it
does not have to be based on formal deductive logic, and can denote even as simple procedures
as recalling facts (i.e. memorized reasoning) (ibid., s. 350)

Kreativt resonemang baserat pd matematiskt grundlag kallas harefter for CR, “creative
mathematically founded reasoning”. Om vissa kontextuella krav uppfylls vid exempelvis
matematisk problemldsning klassas enligt Lithner och Bergqvist resonemanget som CR. Bland
dessa krav &r att resonemanget i alla fall till dels ska vara nytt for den som resonerar. Ett annat
krav dr att resonemanget ska innehalla strategival och/eller implementationer pa grundval av

. . . . o . . 1
argument som motiverar varfor konklusionerna &r sanna eller trovardiga (plausible ).

! resonemang baserat pa argument som inte nddvindigtvis 4r lika strikta som i bevisforing
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TEORI

Dessutom ska argumenten vara mer eller mindre forankrade i1 centrala matematiska egenskaper
till komponenterna i resonemanget (mathematical foundation). Ramverket definierar
uppgiftskomponenter som objekt (till exempel funktioner), transformationer (vad man gér med
objektet, eller funktionen) och begrepp (ndrmast identiskt med Talls axiomatiska koncept). En
komponent sdgs ha en matematisk egenskap om egenskapen ér accepterad av den matematiska

societeten som sadan.

Ramverket skiljer kontextuellt mellan inre egenskaper som é&r centrala for
problemldsningssituationen och ytegenskaper som har liten eller ingen relevans i densamma
situationen. Dessa centrala matematiska egenskaper till komponenterna i resonemanget forstas
hér 1 direktrelation till Talls axiomatiska begrepp. Ett viktigt fortydligande &r att CR kan ses som
en produkt av kreativt matematiskt tinkande. Dessa kreativa tankeprocesser dr i matematisk
problemldsning karakteriserade med flexibilitet, &tkomsten av olika tillvigagangssitt eller
infallsvinklar samt att processerna inte hindras av fixering. Om forstielsen av derivatan till en
funktion anses synonymt med brantheten till en funktionsgraf, kan det uppfattas som naivt i ett
sammanhang da man &r ute efter en precis definition av derivatan, medan det skulle vara ett gott

exempel pa CR for en mellanstadieelev.

Imitativt resonemang eller IR kallas hér dven for ”copy & paste” eftersom det inte krévs
forstaelse eller interaktion till andra begrepp for att ’16sa” uppgiften. Exempel pa IR dr nidr man
har memoriserat en algoritm eller ett svar eller ndr man ser pa ett textboksexempel. De tva olika

typerna av IR kallas alltsa for memoriserat resonemang (MR) och algoritmiskt resonemang (AR).

En 16sningsprocess kan innebéra en blandning av IR och CR. Om man till exempel till den
storsta delen kan 16sa problemet med IR men inte helt, utan att det krévs en liten del av CR,
kallas det for lokalt kreativt resonemang (LCR). Om det for att 16sa problemet inte alls krdvs IR,
utan enbart CR, kallas resonemanget for globalt kreativt resonemang, (GCR).

Forsta universitetsarets 1drobdcker 1 matematik 1 Sverige bestar av upp till 70 % uppgifter av
typen “copy and paste” (Lithner, 2003, 2004; Bergqvist, 2007), vilket innebdr att studenterna inte
behover visa prov pd kreativt matematiskt resonemang for att 16sa de flesta uppgifterna i
laroboken. Fynden fran studier som Bergqvists (ibid.) kan dterspeglas i examenssituationer, om

malet med examen inte &r att testa om studenten klarar av att 1sa problem som é&r baserade pa
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2.5 Forskningsresultat om begreppsforstaelse och derivata

(for studenten) okdnda situationer. Hon kunde bland annat konstatera att, for att fa godként pa 15

av 16 undersokta examina behovdes bara IR.

Risken finns, att studenter kan klara av grundkursen Kalkulus 1 vid Universitetet 1 Tromso
genom metodbruk som inte kriver nddvindig reflektion och som heller inte bidrar till kreativt

matematiskt resonemang;:

If the fundamental concepts of calculus [...] prove difficult to master, one solution

is to focus on the symbolic routines of differentiation and integration. [...] The problem is that such
routines become just that — routine — so that students begin to find it difficult to answer questions
that are conceptually challenging. The teacher compensates by setting questions on examinations
that students can answer and the vicious circle of procedural teaching and learning is set in
motion. (Tall, 1996, s. 306)

Med andra ord riskerar studenter att stidllas infor framtida situationer, dér de yttre
forvéantningarna inte kan infrias. [ sddana framtida situationer forvéntas att man kan reflektera

over och forsta nir en specifik metod ar 1amplig att anvdnda och vérdera resultatet.

Hahkioniemi (2004) fann ut att processforstdelsen atf derivera inte ér avhingig av
begreppsforstaelsen av derivatan. Vidare fann han ut att studenter, i en problemldsningssituation
som kraver anvdandning av specifika begreppsstrukturer, kan ha relevant begreppsforstaelse utan
att anvénda sig av den. Detta leder till svarigheter for studenten som, i

problemldsningssituationen, uppenbart inte klarar av att koppla ihop form och innehall.

Viholainen (2006) behandlar matematisk begreppsforstaelse hos tvd matematiklararstudenter i
anknytning till funktioners deriverbarhet. Utgangspunkten till analysen var fyra diskontinuerliga
men deriverbara funktionsuttryck och deras grafiska framstillning. Studenternas
begreppsdefinition av en funktions deriverbarhet i en punkt ledde till kognitiv konflikt da den
vilade pé begreppsbilder baserade pa begreppen derivata, tangent och kontinuitet. En konflikt 1
begreppsforstaelsen uppstod eftersom derivatan tolkades synonymt med tangenten till grafen.
Studenten i fraga tycktes se tangenten och alltsa derivatan till funktionen i en punkt synonymt
med tangenten och alltsd derivatan i en punkt. Begreppsdefinitionen av deriverbarhet utgick fran
kopplingar mellan begreppsbilderna till derivatan och tangenten, vilket bidrog till att
deriverbarhet tolkades som synonymt med mdjligheten att dra en tangent. Studenten ansag det
som mojligt att dra tangent 1 aktuell punkt oavhiangig kontinuitetskrav, vilket tydde pa konflikt 1
begreppsdefinitionen av kontinuitet. Den kognitiva konflikten synliggdrs nir deriverbarhet sdgs

vara avhangig av kontinuitet och funktionen 1 fraga ar diskontinuerlig.
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TEORI

Tall & Vinner (1981) beskriver hur en metod som tidigare var gunstig for forstaelsen senare kan
stélla till med problem. Nir matematiknivan hos studenten blir mer och mer avancerad kan det
vara hdmmande att forsoka representera ett matematiskt begrepp som en mental bild. Den
tidigare mentala bilden av ett begrepp som var gunstig for forstaelsen hianger kvar nir nya
begreppsstrukturer bildas, vilket kan leda till problem om inte intuitionen som den mentala

bilden framkallar kan kontrolleras.

At more advanced levels it becomes far more difficult to visualise the concepts as mental
pictures and they [the students] can never be sure of the intuitions suggested by their concept
image [...]. The mental pictures which served the students well at an earlier stage may now
become an impediment (ibid., s. 169).

Grevholm (2005) beskriver ingadende hur begreppskartor kan vara till hjalp under

inldrningssituationer och en begreppskarta kan sammanfattas som foljer:

Begreppskartan ar en bild som representerar en persons kunskaper vid ett visst tillfalle uttryckta
genom pastaenden. Pastaendena lankar olika begrepp till varandra med hjalp av lankord, som
oftast ar verb. Begreppen ar i regel substantiv. ... Lankarna visar hur de olika begreppen ar
forbundna med varandra i ett [hierarkiskt] natverk, en kognitiv struktur (ibid., s. 23).

Exempel pa en begreppskarta dver en begreppskarta:

Begrepps-
karta

som binds med

Cltnkora

kognitivt
verktyg

Figur 2:6 Exempel pa en begreppskarta 6ver en begreppskarta (ibid., s. 24)

En begreppskarta ar till stor del en padgaende reflektionsprocess, vilket gor den ldmplig till att fa
insikt 1 en individs begreppsbilder och begreppsdefinitioner, vilka tillsammans med reflektion

bygger upp begreppsforstaelsen. Detta aterspeglas 1 Gray & Tall (2001) och 1 Figur 2:4 ovan.
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2.6 Grafer och gester

En begreppskarta kan ses som ett slags flodesdiagram. Freudenthal (1978) kritiserade bruket av

flodesdiagram inom educational technology”.

Frames beside and under each other are joined by arrows, and even if the text within the frames
is meaningful, the meaning of the arrows remains undisclosed; for instance reading an arrow back
and forth between two frames as a feedback may only mean that the term feedback is used,
without any content. Nothing is left of the force of concreteness and visualisation of flow diagrams
as pictures of processes. All remains as vague and abstract as ever, and the flow diagram is only
a deceptive appearance (ibid., s. 137-138).

En begreppskarta ar ett sitt att se pa begrepp i relation till deras inbdrdes relationer. Hur man ser

pa grafer dr en annan slags visualisering av begrepp.

2.6 Grafer och gester

Ett fenomen observerat dver tid kan fa matematisk betydelse genom att fenomenet beskrivs med
hjélp av en visuell graf av en funktion som varierar over tid. For att grafen ska fa betydelse, krivs
att nagon visualiserar den. Det vill séga att en person dr beroende av nagot for att kunna
visualisera grafen. Detta nagot kan tolkas olika beroende pa vem som visualiserar vad. Forst och
framst méste personen veta vad han eller hon {forsoker ”se” i grafen. Beroende pé forkunskaperna
till personen som forsoker ”se” nagot i grafen och i vilken kontext personen befinner sig i,

visualiseras grafen for personen. Det ar hdr som begreppsforstdelsen kommer in i sammanhanget.

Matematiska definitioner kan ange vad som anses giltigt i en kontext, men begreppsbilden ar
beroende av begreppsdefinitionerna. Den visualiserande personen har sin forstaelse av
matematiska begrepp som ingar i begreppsdefinitionen vilka leder personen till att forstd grafen
dérefter (Tall, 1991). Sjogren (2004) anviande 10 exempel pé grafer med specifika fragor som
diskussionsunderlag och diskuterade med studenter vad man egentligen kan ”se” i en graf.
Syftet “var att fa studenterna att forstd att man inte kan “’se” vad som hinder punktvis. For

att ”’se” saker och ting I en graf maste man veta vad man ser, ockh for detta gér det at

matematiska insikter” (Sjogren, e-post, 2 april, 2009).

Tall & Watson (2001) studerade undervisningsmoment med derivatan till en punkt i en
funktionsgraf. De undersokte effekterna av att en larare anvdnde gester som komplement, for att
forena de visuella och de symboliska idéerna av derivatan. En effekt var att dessa elever visade
storre flexibilitet i en problemldsningssituation, eftersom de i storre grad anvinde sig av visuella
processer dn de elever som undervisades utan gester. Detta resultat dr foga 6verraskande 1 likhet
med Jargensens (2006) slutsats att ett rikt och kompakt nét av relevanta begrepp ar en fordel vid

problemldsningssituationer.

* saknar kort svensk oversittning
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Eftersom en gest dr en synlig aktivitet och tillika process som uttrycks over tid, kan kanske ocksa
en gest allena eller som komplettering underlétta forstaelsen av en situation som &r en process.
Likaledes kan en gest vara en god komplettering da man beskriver ett objekt eller hur ett objekt
dndras. En backe kan beskrivas med hjélp av en gest, som da kan representera bade backen, dess

branthet och fordndringen 1 branthet.

Om inte gester dr relaterat direkt till tinkande via sinnesintryck har jag svart att forestéilla mig
hur teckensprék annars skulle kunna vara mojligt som uttrycksmedel. Radford (2009) har
fokuserat pa gesters betydelse 1 processer som exempelvis tankeprocesser och konkretiserande.
Pé liknande sétt som avsnitt 2.4.3 beskriver hur “embodied objects” kan interagera med gester
for att skapa ett axiomatiskt begrepp som ligger till grund for personens teoribyggande (Gray &
Tall, 2001), anser Radford att gester interagerar tillsammans med olika sinnesaspekter for att

kognitivt och socialt skapa en mening.

the cognitive possibilities of gestures can only be understood in the broader context of the
interplay of the various sensuous aspects of cognition as they unfold against the background of
social praxes (Radford, 2009, s. 112)

Han har en “materiell” eller "textuell” grund for tankekonceptet, vilket leder till att man kan se

gester som en genuin bestandsdel i tinkandet.

The very texture of thinking ... is also made up of speech and our actual actions with objects and
all types of signs. Thinking, hence, does not occur solely in the head but in and through language,
body and tools. As a result and from this perspective, gestures, as a type of bodily action, are ...
rather genuine constituents of thinking. (ibid. s. 113)

For att underlétta forstaelsen av ett koncept eller for att underldtta for den logiska “roda traden” i
en problemldsningssituation kan man ta gester till hjdlp. Exempelvis kan man i en
problemldsningssituation anvinda ett finger som fysisk tangent till en graf och med hjilp av
gester inse om derivatan till den representerade funktionen dkar eller minskar, relativt en 6kning
till funktionsargumentet. Radford uttrycker att: “Gestures may be seen as part of one of the
sensuous modes — the tactile mode — which is demonstrated in the efforts at conceptually

grasping something” (ibid., s. 115).

Héahkioniemi (2004) utforde en kvalitativ undersokning pa studenter, da perceptuell och
symbolisk representation var utgangspunkt i inldrning av derivatan. En student foljde med hjélp
av en penna (som perceptuell eller visuell tangent) grafen till en funktion och insag att i en
knéckpunkt existerade inte derivatan eftersom tangenten till funktionen i den bestimda punkten

inte var entydig. Derivatan var inte enbart noll (eller nagot annat virde) i knackpunkten.
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2.6 Grafer och gester

Han menar att gesten ar perceptuellt direkt involverad 1 att studenten har forstatt sambandet

mellan tangenten i den symboliska grafen och derivatan som en konkret fordndring.

Det ar viktigt att skilja mellan talets och gesternas olika kommunikativa roller:

Fully focused on gestural communication, the articles [about gestures role in thinking] fail to make
a clear distinction between the roles of speech and that of gesturing in constituting and sustaining
mathematical discourse. The lack of differentiation between these two rather dramatically different
modes of communicating [gesturing and speaking] is likely to lead the reader to conclusions the
authors themselves would find difficult to accept (Sfard, 2009, s. 192)

Hon betonar vidare att det ar viktigt med forskning pa gester, vilket denna text &r ett bidrag till.
Gester kompletterar den kognitiva bilden, vilket leder till att den matematiska
forstaelseprocessen kan underléttas av gester (Tall & Watson, 2001; Gray & Tall, 2001;
Héhkioniemi, 2004; Radford, 2009; Sfard, 2009). Gester kan i sadana fall vara med pa att bygga
upp forstéelsen av begreppet derivata. I detta arbete antas att det &r mojligt att observera gester
genom en kvalitativ intervjusituation, vilken beskrivs som metod generellt i sektion 3.1 och

specifikt for detta arbete 1 avsnitt 3.3 nedan.

Om man ser gester som en mojlig del av problemldsningsprocessen direktrelaterat till tdnkande,
innebdér det att man borde kunna analysera gester pa lik linje med resonemang med hjélp av
analysverktyget, eftersom resonemang i analysverktyget omfattar allt tinkande relaterat till
problemldsning. Gester har inte kategoriserats som resonemangsform i arbeten som Lithners

(2003, 2004, 2008) och Bergqvists (2007).
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3 METOD

Begreppet forskning anviands ofta synonymt med vetenskapligt arbete, vilket kan ses som en
systematisk process dér vetandet utvecklas och ny kunskap blir till 1 ny eller gammal form.
Denna nya” kunskap kommer till genom att man anvinder sig av en vetenskaplig metod under
insamling och bearbetning av informationen (delar av datamaterialet) som i sin tur forvéntas att
belysa den ursprungliga problemstéllningen. Under denna systematiska process mdter man
abstrakta (eller konkreta) begrepp och objekt som behdver narmare beskrivning och precisering i

forhallande till anvdndningen av dessa fenomen.

Forforstdelsen och nddvéndiga prioriteringar i den oédndliga méngden information som finns i
varje undersokningssituation dr medbestdmmande 1 forskarens begreppsbildning. Vetenskapliga
begrepp ir ofta avhédngiga av 6gonen som ser dem, sd dven i detta arbete. Ett vetenskapligt arbete
ar vardelOst innan man sétter det in i ett sammanhang, alltsé i en relation till anvindarna och
anvindningsomradet. Fokus i detta arbete dr forstadrsstudenters begreppsforstaelse av derivatan
och syftet r att genom resonemang béttre forsta komplikationer som begreppsbilder kan orsaka

under problemldsningssituationer.

Analysen baserar sig till stor del pd studenternas visualisering och forstaelse av grafer till
kontinuerliga funktioner, som tolkas genom analys av deras:

a) resonemang (Lithner, 2008),

b) gester (Radford, 2009) och

c) begreppsbilder (Tall & Vinner, 1981).
Under analysen av data dr det viktigt att finna sammanhang mellan teori, metod och slutligen
resultat, vilket i mitt fall kommer att basera sig pa tolkade begreppsbilder. Vad ar det resultatet
av analysen egentligen visar? Vilken riktighet och vilka begriansningar har det vetenskapliga

arbetets produkt?

Begreppsstrukturerna som ingér i ett vetenskapligt arbete ligger ocksa till grund for hela
forskningsprocessen, dir det krdvs metoder for att resultat skall uppnés. En student, som vid den
skriftliga forundersokningen bara visar prov pa instrumentell begreppsforstaelse av derivatan, far
genom en intervju mojlighet att visa prov pa relationell forstielse. Forskningsmetoden i ett
vetenskapligt arbete &r vital, eftersom ett vetenskapligt arbete har som maél att presentera resultat
enligt en vetenskapligt accepterad metod och séledes riskerar resultatet att bli utan vetenskapligt

viarde om metod saknas eller om repeterbarhet inte dr mojlig.
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METOD

3.1 Kvalitativa och kvantitativa metoder

En forskningsmetod kan vara kvalitativ, kvantitativ eller en blandning av de tva. For en
kvantitativ metod, kan méngden data analyseras. Resultaten sdgs ha statistisk betydelse om de ar
statistiskt signifikanta. Ett exempel dér kvantitativ metod anvénds dr TIMSS (Grenmo & Onstad,
2009). Om daremot grundlaget till dataanalysen &ar baserat pa en undersokning av alltfor fa
individer, kan inga generella resultat verifieras statistiskt, eftersom gruppen av individer ar for fa.
Fokus i detta arbete ligger pd den kvalitativa intervjumetoden, vilket innebér att studien angar
relativt 4 individer. Det skapar mojlighet att g& mer i djupet av hur en del studenter uppfattar och
anvander sig av det matematiska begreppet derivatan i specifika situationer. Man kan anvinda
resultat fran en kvalitativ studie kvantitativt, likvdl som mdjligheten naturligtvis finns att
kvalitativa undersokningsresultat &r tillfredsstillande 1 sig sjdlva, utan en efterfoljande kvantitativ
undersokning. Oavsett val av metod, kan det vara en fordel om man har mojlighet att kontrollera

undersokningen, innan sjilva undersdkningen.

3.2 Pilotering

En pilotstudie kan ha syftet att dels kontrollera att uppldgget av huvudstudien dr fungerande och
dels samla in vérden, som sedan kan anvindas som kontrollvirden, till den fullvérdiga studien.
Fore intervjun i detta arbete, utfordes tva studier, nimligen fore forundersokning och
forundersokning, vilka liknade pilotstudier. De var med pa att forbéttra kvaliteten pa intervjun, i
det avseendet att a) malgruppen blev relevant f6r studien och b) fokus i intervjun blev snivare.
Dessutom kunde eventuella onddvindigheter och felaktigheter pé grund av exempelvis bristande

rutin undvikas i intervjusituationerna, tack vare analys av pilotstudierna.

3.3 Intervju

Kvale (1997) skildrar en intervjusituation i foljande sju stadier:
1. Tematisering - Vad som skall undersdkas och varfor.

2. Planldggning

Hur, inklusive moraliska aspekter.

3. Intervjuandet - Kontextuellt reflekterande med hjélp av intervjuguide.

4. Transkribering Analysforberedelser av intervjumaterialet. Ofta fran tal till text.
5. Analysering - Analysmetod bestdms utifrén 1, 2 och 3.

6. Verifiering - Generaliserbarhet, reliabilitet och validitet av undersokningen.

7. Rapportering Formedling av resultat efter vetenskapliga kriterier pa en etisk

och lasbar standard.
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3.4 Validitet och reliabilitet

Jag har f6ljt dessa sju stadier, men inte kronologiskt. Till varje stadium foljer etiska krav och
riktlinjer, vilka det talas mer om under avsnitt 3.6 etik och krav. Genom att man ldgger till ritta
for en fruktbar datainsamling av exempelvis transkriptioner av ljudupptagningar under
intervjusituationen och nedtecknade texter och bilder, sa startar egentligen analysen innan sjilva

datainsamlingen (Kvale, ibid.).

Manga undersokningar tar utgangspunkt i att isolera variabler, vilket forvéntas leda till att man
kan uttala sig om de specifika orsakerna till det studerade handelseférloppet. Med tunn
beskrivning menas att man inte kan uttala sig om andra hindelseforlopp 4n det studerade
(Serhaug, 1996). Nir fokus, 1 en intervjusituation, dr pa hur och vad en student resonerar
angdende derivatan, kan det ses som en tunn beskrivning. En tjock beskrivning ddremot, relaterar
den aktuella hindelsen inte isolerat, utan i vidare kontext till andra héndelser. Hur studenten
svarar under intervjusituationen i relation till férundersdkningen, ger en om inte tjock, sa i alla
fall tjockare beskrivelse &n om man bara ser till intervjusituationen. Man soker efter monster som
kan skildra processer som utgar ifrdn de virderingar som ligger till grund for de val som
genomfors, vilket “’blir beskrevet som kjernen i tykke beskrivelser og kvalitativ metodikk™ (ibid.,

s. 47).

Under planldggningen av intervjufrdgorna pébdrjades dven analysen av data, i och med att jag
hade forvéntningar pa att intervjufrdgorna ska ge kunskap om problemstéllningarna till detta
arbete. Som exempel kan ndmnas att jag 1 stadium 2, planldggningen av intervjusituationen,
undrade dver hur man i intervjusituationen kan dokumentera gester i relation till resonemanget

till studenten.

3.4 Validitet och reliabilitet

Forskningsmassigt finns olika metodiska tillnarmningssitt, vilka bor ha sammanhang med
kunskapssynen. Med andra ord paverkas resultatets giltighet av metodvalet. Giltighet betyder hér
att man kan generalisera sa att man kan anvénda resultaten i andra situationer. Inom
naturvetenskapen kan man med hjélp av kvantitativa forskningsmetoder falsifiera ett pastaende
eller en teori, men det gér inte att verifiera till 100 % eftersom en undersékning inte &r hela

verkligheten. Begrinsningar finns i alla vetenskapliga undersokningar.
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METOD

3.4.1 Validitet

Om forstaelse ar malet for undersokningen, maste man noggrant virdera om alla delar av studien
ar genomforda pa ett gott sitt, vilket kan relateras till validitetsbegreppet. Undersoker man det
man tror att man undersoker? Kvale (1997) menar att sdvida en metod undersoker det den ska
undersoka eller om resultaten passar in i den verkliga varlden, sa &r den kvalitativa forskningen

en giltig (valid) vetenskaplig forskning.

Forskaren, som huvudinstrument i bade datainsamlingen och analysen, ges en unik mojlighet

S 99

att ”inifran” tolka standardvérden till de faktiska situationerna. Denna inre validitet kan ses som
jamforbar med fordndringen av den kontextberoende begreppsbilden, vilken i olika tidsperioder
ar under utveckling. Detta leder till att begreppsbilden ar begransad och péverkad av forskarens
egna fordomar, tankar och forhandsforestillningar. Om en informant har anvént derivatan som
operator eller symboliskt objekt under en process i en situation som jag felaktigt har tolkat som
en icke-process, paverkas trovardigheten till slutsatserna grundade pa situationen. Likaledes, om
deriveringsprocesser som studenterna anvinder sig av, dr forenklande statiska strukturer vilka

leder till bredare forstaelse av deras begreppsbild av derivatan och jag tolkar dem som nagot

annat, sa ar detta arbete inte en valid studie.

For att minska risken for feltolkning och déarigenom samtidigt 6ka den inre validiteten ges
informanterna mojlighet att bekréifta eller avfarda de aktuella transkriptionsdelarna som berdr
dem. Man kan aldrig veta exakt vad en informant har tankt i en specifik situation, vilket medfor
en risk att man kan feltolka resonemanget som speglar vad en informant har tinkt och menat. En
annan begransning med denna text dr att information ges pa ett sprak tolkas och uttrycks pé ett
annat. Begreppsbilden skapad av det svenska begreppet derivatan sammanfaller troligtvis inte
helt med begreppsbilden skapad av det norska begreppet den deriverte &ven om kontexten &r

identisk, vilket pdverkar validiteten till detta arbete.

En yttre validitet &r relaterad till om undersokningen kan anvéndas i andra situationer. Eftersom
klassificeringen av resonemang och valet av fragor till intervjusituationen &r kontextberoende,
finns en begransning i ramverket sett till validiteten. En feltolkning som paverkar den inre
validiteten negativt, kan fa konsekvenser i den yttre validiteten om man till exempel foreslar
vidare forskning baserat pa resultat av feltolkningen. Den yttre validiteten kan jimforas med att

olika individer uppfattar samma objekt, fenomen eller process pa olika sitt.
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3.4 Validitet och reliabilitet

Exakt samma intervjufraga eller resonemang kan klassas som GCR 1 ett tillfdlle och som LCR 1
ett annat. Detta kan till exempel ske pa bakgrund av att vilka tva studenter som helst dr unika och
dérigenom har de olika forutsattningar infor ett problem. Ett annat scenario dr att exakt samma
resonemang kan, for en och samma individ, gé fran att vara GCR till IR vid ett senare tillfélle.
Dessutom finns risken att jag inte ser andra kriterietillhorigheter till resonemangen dn de som ar

begrinsade till analysverktygets kriterier.

Begreppsuppfattningen péaverkar validiteten nir en metod leder till ett forskningsresultat,
eftersom premisserna i metoden dr en del av forforstaelsen. Genom konsensus i det vetenskapliga
samfundet bestimmes vad som anses som riktigt sitt att inrangera ett fenomen med dess

tillhdrande begreppsuppfattning (Schilhab & Hansen, 2006).

3.4.2 Reliabilitet

Ett statistiskt sikert standardvérde sdger hur pélitligt (reliabelt) och giltigt ett kvantitativt resultat
ar. Men ser man pa individniva, kan en och samma individ svara bade riktigt och felaktigt pa
samma fraga, fast vid olika tidpunkt. Kontexten dr med andra ord véldigt viktig. Ett kvantitativt
resultat kan exempelvis indikera hur stor 16sningsfrekvens man kan forvénta sig pd en specifik
matematisk friga. Man kan fa ett helt annat svar pa samma frdga om man analyserar fragesvaret
kvalitativt, alltsd med fokus pa hur, vad och varfor individer har svarat eller inte svarat. Hur
palitlig eller reliabel denna unders6kning &r, beror pa hur vil den passar in i verkligheten, vilket i

sin tur dr avhidngigt av att man ska ha mdjlighet att kontrollera eller repetera studien.

Informationsmaterialet till detta arbete begriansades till exempel genom att intervjuerna inte
filmades. Detta far till foljd att reliabiliteten till uttal om gesters betydelse for begreppsforstaelse
ocksa begrinsas 1 detta arbete, 1 och med att man inte kan se gesterna i eftertid. For att hoja bade
validitets- och reliabilitetsvirdet i detta arbete, inkluderas hela transkriptionsavsnitten av de
intervjufragor som huvudanalysen baserar sig pa, frdgorna 1-4, i bilaga 4. Men dven hér finns
risken att man har missat i sjdlva transkriptionen. Informanterna fick chansen att kommentera
transkriptionerna som géllde dem, med f6ljden att ingen av dem har haft nagra dndringsforslag

till respektive transkription.
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3.5 Repeterbarhet

For att man ska kunna upprepa eller kontrollera denna studie, ar det viktigt att terge
tillvigagéngssittet detaljerat. Det viktigaste dokumentet for att kunna repetera denna
undersokning &r intervjumallen, bilaga 3. Analyserna som forekommer i metoddelen ar grundlag
for intervjumallen, vilken ger upphov till huvudanalyserna i analysdelen. De delar av den

transkriberade texten som analysen baserar sig pa, aterfinns som bilaga 4.

3.5.1 Fran tankar till intervju via intervjumall

Tankarna kring och utformningen av férundersdkningen pdverkade utformningen av
intervjumallen, bilaga 3, vilken jag f6ljde kronologiskt for alla fyra intervjuerna som utfordes.
Med en intervjumall har man mer kontroll pé intervjusituationen sé att intervjuerna, till
utforandet, avviker sa lite som mojligt, samt att repeterbarhet mdjliggors. Ett antal fragor med
olika fokus pa derivatan testades ut, under en véldigt givande rollspelsintervju, med Silje
Jorgensen, fjardearsstudent pé lektorutdanningsprogrammet. Hon kom med flera goda inspel,
vilket underlittade valet och ordningen av intervjufragorna tillsammans med inledning och
avslutning av de efterfoljande fyra intervjuerna. Bland annat bittrade Jorgensen pa den skriftliga
norskan till fragorna och att varje fraga presenterades pa ett separat A4-ark, vilket bidrog till
bittre dversiktlighet och kontroll, i och med att informanterna inte kunde se andra fragor
samtidigt. Jergensen podngterade dven att informanterna har mest av sin relevanta matematiska
begreppsforstaelsebakgrund i L97 samt att differentialekvationer inte ingick i kurslitteraturen pa
gymnasiet, vilket borde beaktas i undersdkningen. Jag valde dérefter att ha med fragan om

differentialekvationer som utmanande extrafraga.

3.5.2 Inledningsfragor

Inledningen av intervjun utformades sa att kontrollfrdgor kan visa anvéndningen av begreppet
derivata relaterat till forunders6kningens indelning i process och/eller objekt. Fragan, nér man
inte kan anvédnda derivata eller derivation mojliggjorde hogre matematiskt tinkande. Inledningen
avslutades med en specifik fraga, genom vilken det &r ténkt att man ska kunna diskutera svaret

man fér, relaterat till frigans utformning och ordval.

Efter inledningsfrdgorna foljde fem numrerade fragor dir utgangspunkten var visualisering av
grafer, vilket dven preciserades och poédngterades under intervjusituationen precis innan fraga 1
pabdrjades. Det var i forsta hand ténkt att dessa fem frdgorna skulle anvindas for att basera den

jamforande analysen mellan de fyra informanterna. Av avgriansningsskél, valdes den sista
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3.5 Repeterbarhet

numrerade fragan bort fran huvudanalysen. For att ha en mgjlighet att folja och analysera
resonemang, underlittar det om informanten tdnker hogt. Att tinka hogt dr ingen naturlig
situation. Darfor var det som hjélp till bade mig och informanterna, nér jag fetstilt lade in ”Tenk
HOYT!”, en till tva ganger i var och en av de fem numrerade fragorna. Vilken effekt detta hade
pa vad eller hur informanterna svarade vet jag inte, men det paverkade mest troligt den
intervjuade personen pé ndgot sitt, eftersom de annars kanske inte skulle ha tinkt hogt i1 lika stor

utstrickning.

3.5.3Fragal

Fraga 1 (och 4d) ér till en borjan resultatet av en reflektion kring en kvalitativ studie med fokus
pa elevers grafiska forstaelse av derivation:

Vidare kunne analysen av intervjua tyda pa at nokre av dei kognitive konfliktane hadde
utgangspunkt i upresist matematisk sprék. Kva er skilnaden pa at grafen til den deriverte er
stigande og at den er positiv? Det kunne sja ut som at elevane vart forvirra av dette, men for &
avgrensa oppgava vart ikkje dette gatt naerare inn pa. Sprakdimensjonen kan saleis vera eit
utgangspunkt for vidare arbeid. (Jgrgensen, 2006, s. 100)

I fraga 1 forekom endast texten: “Kan grafen til den deriverte funksjonen stige samtidig som

derivaten til funksjonen er negativ? Hvorfor / hvorfor ikke? Tenk HOYT!”

Denna fraga hade tva syften. Det ena var att se om och i s fall vilka slags svarigheter som
uppstér pa grund av att endast text finns att relatera till, nir fokus dr pa visualisering av grafer.
Det andra syftet var att kunna diskutera formuleringen av en textuppgift. For att kunna diskutera
om en graf kan vara till hjalp for forstaelsen av derivata eller inte, finns en identisk fraga som 1
men vid ett langt senare tillfdlle under intervjun, ndmligen under delfrdga 4d dé texten

kompletterades med grafen till den deriverade funktionen.

3.5.4 Fraga2och 3

Genom fraga 2 kan en grafisk tolkning av derivatan studeras, medan frdga 3 kopplar forstéelsen
av en text till forstaelsen av ett fysiskt fenomen relaterat till derivation. Fragorna 2 och 3
mojliggdr jamforelse mellan denna studie och resultat fran rapporten TIMSS 1995 (Angell,
Kjernsli & Lie, 1999), eftersom fragorna 2 och 3 ar identiska med fragorna K05 respektive K03 1
TIMSS 1995. Bagge fragorna finns med i1 Vikses (1999) studie och tillsvarande fraga 2 ar
inkluderad i Jorgensen (2006). Graferna och funktionerna i KOS5 har ménga pilar som kan forvirra.
I fraga 2 har pilar tagits bort fran funktionerna och de pilar som inte anger x- och y-axlarnas

positiva riktningar i graferna.
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3.5.5Fraga 4

Denna friga inleds med texten ”Grafen y = f*’ (x) er vist pa figuren. Anta at funksjonen y = f(x)
viser salget av en ny mattebok de forste arene” och grafen till den deriverade funktionen. Fragan
bestar av fem delfragor, varav delfrdgorna 4a, 4b och 4c samt grafen kommer direkt frén
Jorgensen (ibid.) och &r tdnkt att anvindas fOr att dels ldsa ut information fran en graf och dels
for visualisering av inte bara forstaderivatan utan dven andraderivatan. 4d kompletterar fraga 1

med grafen till den deriverade funktionen.

Forstaarsstudenterna som precis har last Kalkulus I vid Universitetet i Tromse dr vana att
visualisera och analysera derivatan till en funktion f{x) nir funktionen &r kénd. Delfrdga 4e siger
forhoppningsvis nagonting om hur studenterna “’tinker omvint dn de ar van till”, ndmligen hur de
visualiserar och analyserar funktionen f{(x) d4 grafen till den deriverade funktionen, det vill sdga f
'(x) ar kind. Delvis motsvarar detta att studenterna sétter sig in i en ny situation, reflekterar och
resonerar under problemldsningsprocessen, vilket kan liknas vid att man mdjliggdr for CR som

Lithner (2008) och Bergqvist (2007) forespréakar.

3.5.6 Fraga5

Syftet med denna fraga dr att mojliggdra att intervjusituationen momentant kan bredda
begreppsforstaelsen hos informanten. Studenten ska pa olika sitt avbilda grafen till derivatan av
funktionen f{x), nér grafen till funktionen av f(x) ar given. Denna fraga utvecklades med hjélp av
PPU-heltidsstudent Ingar Mehlum Arntzens uppliagg, da tillignat en gymnasieklass som
repeterade derivation. Han planerade och utforde uppldgget under en praktikperiod studieéret
2008/2009 vid Universitetet i Tromse. Ett mote med Arntzen da han redogjorde for sina

erfarenheter kring sitt uppliagg skapade god reflektionsgrund till min anpassning av fraga 5.

3.5.7 Avslutningsfragor, E1 och E2

Avslutningsvis i intervjumallen finns tvé extrafragor, E1 och E2, for att kunna anvédndas vid
behov. Syftet med E1 var att diskutera mer kring begreppsbilden av derivatan i relation till en
graf. Sjogren (2004) anvdnde E1 som diskussionsuppgift vid Hogskolan i Skovde och man kan

till exempel diskutera vad man kan se” i en graf.
Forhoppningsvis kan denna uppgift vara till hjélp for en student som pé en grundldggande niva
sliter med att resonera kring derivationsbegreppet. E2 dr en utmaning som, baserat pd

forundersokningen, kraver hogre matematiskt resonemang for var och en av de fyra

40



3.6 Etik och krav

informanterna for att kunna 16sas. Den dr identisk med en uppgift i Hole (1997) och kan 16sas
med hjélp av en linjér differentialekvation av forsta ordningen, vilket ingér 1 kurslitteraturen till

Kalkulus 1 men inte 1 L97.

3.6 Etik och krav

Alla har forutfattade meningar, baserade pa bland annat teoretisk bakgrund, vilket far
konsekvenser ndr man agerar. Man kan inte alltid vdlja mellan alternativa metoder inom
forskning, utan att hinsyn av olika slag méste tas. Det vetenskapliga arbetet har olika faser, dér
varje fas far sina forskningsetiska implikationer beroende pé vilken hdnsyn som tagits. Mellan
metodiska tillvigagangssatt och etiska virderingar kommer ett nira samspel ofta att finnas
(Alver & Qyen, 1997). I detta arbete medfor forfattarens val av den kvalitativa intervjumetoden
ocksa specifika etiska krav. Har man valt forskningsmetod, foljer dven indirekt etiska riktlinjer

som man bor folja. Dessa kan givetvis dndras i takt med att undersokningen dndras.

Nationella som internationella krav finns till vetenskapliga arbeten. Dessutom finns manga
kontextuella etiska riktningslinjer och koder f6r hur man bor genomfora varje fas i en
undersokning. Alver & @yen (ibid.) menar att det inom kvalitativ forskning ofta rader asymmetri
mellan forskaren och informanterna. I sddana fall finns risk for maktmissbruk. Men de
asymmetriska relationerna, menar de vidare, 4r medel for att skaffa data med etiska reflektioner.
Vid till exempel en intervjusituation kan man komma att fa sensitiv information som man méste
forhalla sig till pa ett etiskt forsvarbart sétt. Arlighet till sig sjilv, informanten och till samhillet
ar nara knytet till etiska val och kan fa konsekvenser pa exempelvis arbetets trovéardighet.
Personvernombudet for forskning, Norsk samfunnsvitenskapelig datatjeneste A/S (NSD) har

godként denna studie som projektnummer 20428, vilket ér ett etiskt kvalitetskrav.

Intervjusituationerna var planerade att vara 0msesidigt givandes, att bade informanterna och jag
skulle ha mojlighet till att reflektera 6ver situationer och darigenom se varje intervju som ett
inlarningstillfdlle. Jag var noga med att inte avsldja detta delmal till informanterna, eftersom
deltagare i en kommunikation har f6r vana att forsoka vara varandra behjdlpliga och skulle
ddrmed kunna paverka reliabiliteten till detta arbete negativt. I bilaga 5 kan man finna

studenternas e-postsvar, som ocksa avsldjar att flertalet fann intervjusituationen givandes for dem.
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3.6.1 Anonymitet

For att denna undersokning ska kunna vara etisk forsvarbar, ar informantens anonymitet viktig.
Studenterna, som deltog som informanter, fick information om studien samtidigt som de skrev
under ett samtyckesutldtande, bilaga 1. Dér preciserades frivillighet och anonymitet samt att man
nér som helst kunde avbryta medverkan med eller utan begrundelse. Informanterna skrev namn,
telefonnummer och e-postadress pa samtyckesutlatandet, som de ldmnade in tillsammans med
forundersokningen. Dérav var kontakt till efterfoljande intervju mojlig. Jag numrerade bade
samtyckesutlatandet och tillhdrande svarsark med samma siffra och lade undan

samtyckesutlatandet pé sdkert stdlle i lasbart rum.

Nar analys av forundersokningen gjordes var alla informanternas svarsark anonyma, vilket
bidrog till att ingen informant sorterades bort eller valdes ut till intervju pa grund av till exempel
namn. For att minimera risken av onddiga konsekvenser efter studien, gavs tillbakameddelande
till informanterna innan studien avslutades. Nédgot som inte ar etiskt forsvarbart, men som kan
uppsta mer eller mindre medvetet ndr man analyserar data, dr att forskaren utelamnar motsagelser

eller det som forskaren anser inte passar in 1 studien.

Nar urvalet av fyra informanter till intervjusituationerna var gjort, innebar det indirekt en risk att
de inte var anonyma for de dvriga i undersdkningen. Personerna som deltar i intervjuerna kan till
exempel kdnnas igen av andra personer inom de 5-ariga masterprogrammen pé grund av att det ar
relativt f4 som ldser varje 5-arigt masterprogram. Risken till igenkdnning dkar sjdlvklart ju farre

antal personer som léser ett studieprogram som &r representerat i denna studie.

De studenter som ska representera studien kan vara antingen sannsynlighetsbaserat utvalda eller
inte det. Vanligt for kvalitativ forskning &r att de inte 4r sannsynlighetsbaserat valda, om man
inte generaliserar resultaten for mycket. For att f4 den informationen som man behdver, 1 en
studie som denna, krivs det att informanterna viljs efter vissa foremélsenliga urvalskriterier.
Samtidigt maste man vara medveten om att resultaten av det vetenskapliga arbetet ocksa
begrinsas genom urvalet. Eftersom detta arbete undersoker forstadrsstudenters forstaelse av det
matematiska begreppet derivata, nyttar det lite om jag analyserar svar frdn en student som aldrig
har stott pa begreppet forut. Déarfor begrinsas denna undersokning till att gélla de som enligt mig

kan tdnkas ha relevant kunskap, forkunskap och kompetens.

42



3.6 Etik och krav

3.6.2 Urval 1

Fosta tanken var att de som tar Brukerkurs i matematikk, vid Universitetet 1 Tromse under hgsten
2008 kan tidnkas vara en passande malgrupp. For att ndgon ska kunna bedéma hur en annan
individ 1 en specifik kontext forstar ett centralt begrepp, kan skriftliga problemldsningsarbeten
anvindas i form av till exempel examen eller obligatoriska inlimningsuppgifter. Obligatoriska
uppgifter méste goras av studenter for att de ska tillatas att g& upp till examen 1 Brukerkurs i
matematikk. Analys av en sddan obligatorisk uppgift som har relevans till studenternas forstaelse
av derivatan ledde till uteslutning av denna malgrupp frdn huvudanalysen, vilket forklaras i

avsnitt 4.1.

3.6.3 Forundersokning med information och samtyckesutlatande

Arbetet med forundersokningen effektiviserades genom att ta reda pa de mojliga informanternas
amnen respektive studieriktning under varen 2009. Det utkristalliserade sig till att gélla tre
grupper. Amnen, som studerades i de tre grupperna som forundersékningen utfordes pa, var
matematik i grupp 1, kemi i grupp 2 och informatik i grupp 3. Hérefter kallas en person fran
grupp 1 for matematiker, grapp 2 for kemiker och grupp 3 for IT-specialist. De tre olika
huvudansvariga for kurserna kontaktades och de lade in information om studien och
samtyckesutlatandet pd Classfrontersidan till respektive kurs via Internet. Dérigenom var jag
sakrad att alla 55 fick mojlighet att kunna ta del av studien. D4 inget svar angéende intresse att
vara med i undersokningen inkommit till mig, inom en vecka efter att informationen var
tillgédnglig pé Internet, fick jag lov av respektive grupps foreldsare att ta 15 minuter av en
foreldsning eller 1 en paus dir jag muntligen informerade om undersékningen och om

samtyckesutlatandet, innan jag pa tavlan skrev upp fragan:
Hva forstar du med DERIVATEN?

Samtidigt, som jag skrev upp fragan pa tavlan, sa jag att ett annat namn for derivaten dr ”den
deriverte”. Jag ndmnde dven att eftersom jag pratar svenska, sa har jag min begreppsforstaelse
utifran svenska begrepp och hoppas de har 6verseende med om jag stavar fel pa norska och att de
sakert forstdr den norska inneborden. Till studenterna delades ett blankt, olinjerat och orutat A4-
svarsark ut, tillsammans med ett ark med information om undersdkningen och forfrdgan om de
samtyckte till att delta i undersokningen (bilaga 1 Informasjonsskriv og samtykkeerkicering). De

23 svaren ledde fram till urval 2, valet av de fyra intervjuinformanterna till denna undersokning.
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3.6.4 Urval 2

Min forsta tanke pa antal informanter som skulle kallas till intervju var 10. Jergensen (2004)
anvénde sig av mellan tre och fem elever 1 djupintervju for sin studie. Den studien dr dubbelt s&
omfattande i antal studiepoédng 4n denna, sd jag bestimde mig for maximalt fyra intervjuer.
Dessa valdes ut efter analysering av forundersokningen, dér jag sdg ndrmare pd hur de anvéande
begrepp forknippade till deras egen beskrivelse av derivatan. Kategoriseringen finns att tillgé i

bilaga 2.

3.7 Insamling av data

Beroende pé val av datainsamlingsmetod och datatyper, begransas mojligheterna till
verklighetsbeskrivning, eftersom metoden dr kontextuellt processorienterad. Av den orsaken att
huvuddelen av analysmaterialet i detta arbete baserar sig pa intervjusituationer, valdes digital
diktafon for ljudinspelning. Ljudet var mycket klart och tydligt dtergivet fran
intervjusituationerna och endast vid ett tillfalle kunde jag inte hora eller forstd vad som sades.
Detta var inte pa grund av tekniken, utan pa grund av bakgrundsljud. Val av transkriptionsmetod
styrdes av Jargensens (ibid.) arbete, eftersom det gick utmairkt att 1dsa och forsta

transkriptionerna den undersokningen. Tabell 2:1 forklarar transkriptionssymbolernas betydelse 1

detta arbete:
SYMBOL BETYDELSE
Vansterstalld 1:, 2:, 3: eller 4: Ettans, Tvaans, Treans eller Fyrans uttalande foljer efter :
Vansterstalld utan siffra Forskarens uttalanden.
inryckt text fortsatter utan avbrott fran raden ovanfor
/ Kort paus, mindre an 2 sek.
I Lang paus, nagot mer an 2 sek.
/I (tid i sek) Lang paus, tid anges i parentes i sek.
[ Overlappande tal
Kursiverade ord Speciellt betonade ord
! Utrop
? Fragande tonfall eller fraga
(h&ndelse) Aktivitet som inte kommer verbalt till uttryck
(min.sek) Tidpunkten i minuter och sekunder efter intervjun startade
Tabell 3:1 Transkriptionssymbolernas betydelse i detta arbete
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3.7 Insamling av data

Exempel pa transkriptionsavsnitt i detta arbete:

1: Ja selvfglgelig!

Och darfor ar det i fetstil (hanvisar till och pekar pa det fetstilta "PS!” i uppgiftstexten)

1: OK! (fniss) / n& var se med (fniss)

A da kan du // prova / vilket &r // &r salget pa topp igen

1: Asséa hvis den gker mest i ar tre / minker mest i &r syv / sd vil a tru at // (7 sek) vet ikke / ee
tenker automatisk ar fem / [men

[Mhm

1: E det riktig?

Mmm

1: OK (fniss)

Vad &r derivatan i ar fem?

1: // Null!

Haér representerar ”’1:” det som intervjuinformant nummer 1, Ettan, har sagt och varje
vénsterstdlld rad utan att den borjar med en siffra betyder att det dr jag som uttalar mig. Inryck i
transkriberingen innebér fortsdttning utan avbrott fran raden ovanfoér. Orden “men” och "Mhm”
uttalas samtidigt. De kursiverade orden nd, topp och fem ar betonade. Efter fragan ”Vad ar
derivatan i1 ar fem?”, pausar Ettan ndgot mer 4n tvéd sekunder. Fler transkriptionsavsnitt finns

tillgéngliga 1 bilaga 4.

45



46



4 ANALYS

Det forekommer tre olika analysmaterial i denna undersdkning; en som utgar ifran
djupintervjuerna, en ifran forundersdkningen och den tredje fore forundersdkningen.
Huvudmaterialet ar framfor allt baserat pa frdgorna 1-4 1 intervjumallen (bilaga 3) och de
transkriberade svaren (bilaga 4) till de fyra djupintervjuerna. Fragorna som anvindes i
djupintervjuerna, kom till efter analys av forundersdkningen, vilken utformades efter analys av
studenters svar pd en obligatorisk fraga under Brukerkurs i matematikk. De tre analysdelarna &r
alla beroende av hur jag ser pd begrepp relaterade till derivatan i problemldsningssituationerna

under intervjuerna.

Min bild av derivatan, under intervjuerna, kan representeras med hjilp av begreppskartan i Figur
4:1. Begreppskartan ér till hjilp att strukturera reflektioner 6ver derivatan, som en statisk

beskrivelse under en dynamisk process:
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Figur 4:1 Min begreppskarta, under intervjuerna, 6ver matematikdidaktisk forskning pa derivatan i relation

till grafisk framstallning

For den genomsnittlige kalkulusstudenten kan det ta ldngre tid &n forvintat att utveckla en
tillfredsstéllande forstdelse av begreppet derivata (Bezuidenhout, Human & Olivier, 1998). En

begreppskarta kan bade synliggora detta och effektivisera inldrningen av begrepp.
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4.1 Fore forundersokning

En 6versikt 6ver begrepp, som anvinds 1 uppbyggnaden av studenters begreppsbilder i
anknytning till derivation och derivata, dnskades fore forundersdkningen. 38 studenter pé
Brukerkurs i matematikk svarade, under hosten 2008, skriftligen pa en obligatorisk uppgift. En av
frdgorna 16d: ”Hva forstar du med den deriverte til en funksjon i et punkt?”. Det mest frekventa
svaret var att derivatan uppfattades som stigningstalet till tangenten i punkten. Vilket stimmer
vél overens med foreldsarens foreldsningsnotat: ”Definition: Den deriverte til f(x) ix =aer

stigningstallet til tangenten i1 x = a. Skrives /' (a)” (Soleng, 2007, s. 3).

Nagra svar var identiskt som foljer: ”Man deriverer for & finne stigningstallet til tangenten 1 et
bestemt punkt”, vilket indikerar att studenter kan blanda samman det matematiska objektet
derivata med processen att derivera eller att studenter anvander ’copy and paste” och skriver av
nigon annan eller ldroboken. M6jligen kan sammanblandningen forklaras av Gulliksens (1998)
exempel: ”Den regelen som til tallet a tilordner stigningstallet til /1 a, er en funksjon som kalles
den deriverte til f og betegnes med /' [slut citat]” (ibid., s. 161). Gulliksen séger hér att derivatan
till funktionen f'dr en regel, som &r funktionen /' och att ” /' leses “‘f derivert.” [slut citat] (ibid.,
s. 162). Detta kan verka forvirrande under en inldrningsperiod da derivation beskrivs som: A

derivere en funksjon vil si a bestemme den deriverte.” (ibid., s. 163).

I beskrivelsen av hur de 38 studenterna i Brukerkurs i matematikk uppfattade derivatan till en
funktion i en punkt nyttjades begreppen: stigningstal, funktion, tangent, punkt, momentan tillvixt
och graf. Alla dessa begrepp innefattades i foreldsningar (Soleng, 2007) och 1 kurslitteraturen
(Gulliksen, 1998). Studenterna anvinde bland annat prepositionerna: #ill, i, for och pd nir de
kopplade samman begreppen till en begreppsbild. En mening uppbyggd av identiska begrepp i
samma riackfoljd kan ge olika betydelse beroende pa valet av prepositioner. Féljande 13

meningar representerar de 38 studenternas forstaelse av ovanstaende fraga:

Derivatan till en funktion i en punkt ir (objektet):

1. stigningstallet til funksjonen i punktet.

2. stigningstallet til punktet pa tangenten.

3. stigningstallet til tangenten i punktet.

4. stigningstallet til tangenten til punktet.

5. stigningstallet til tangenten til funksjonen i punktet.
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stigningstallet for tangenten til funksjonen i punktet.
stigningstallet for et gitt punkt i funksjonen.

stigningstalet till tangenten eller sekanten i den punkt/de punkterna dir x=a.

© % N o

den gyeblikkelige (momentane) veksten.

Fo6ljande svar (10-13) tolkas som mer eller mindre processinriktade:

10.  Den deriverte gir stigningstallet i en graf.

11.  Ved a derivere finner man den oyeblikkelige veksten til grafen i ett gitt punkt.

12.  Nar man deriverer et punkt i en graf, finner man stigningstallet til tangenten til det
punktet.

13.  Den deriverte funksjonen til et punkt forteller oss hva stigningstallet til funksjonens

tangent er.

Mening 3 ovan betyder inte samma sak som mening 4 men ddremot bedoms 3 identisk 1
betydelse med 5 och 6. Mening 2, 4, 7, 12 och 13 indikerar alla bristféllig forkunskap, kunskap
eller kompetens angdende begreppet “punkt”, om det inte dr enkla skrivfel som begatts. Kanske
var meningen med 13 egentligen: ”Den deriverte funksjonen 7 et punkt forteller oss hva
stigningstallet til funksjonens tangent er”. Oprecist matematiskt resonemang kan 1 detta fall bero
pa svag sprakforstaelse. Vad studenter 1 Brukerkurs i matematikk torstdr med derivatan till en

funktion i en punkt sammanfattas i f6ljande begreppskarta dér alla svar utom det sista ér

representerade:
(objektet)
DERIVATAN
till en
funktion
i en punkt
ger ar -
den dgonblickliga
B <4 —till= =| eller momentana
ﬂnner ma /A yaxte]
i /" | / A
/ : i :
il == === stigningstallet |=%j|| | sekanten |[—;j \ 1
: (ot ) ]
: [~ :
X ' i
; till HH'"""‘-&-_‘\‘ ’ ' finner man
[ A \ .
. G .
X ; N
: oy !
/ i I 1 B 4 |
Y / _._.—rr-funkhonen 4.———tlll . -d - ~
-—-—-—-"""'_'_F ! [ (processen)
------------------------------ till I Nar man
DERIVERAR ]
Figur 4:2 Begreppskarta 6ver hur studenter i Brukerkurs i matematikk forstar derivatan till en funktion i en
punkt
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Nar studenter 1 en examensliknande situation uttrycker sig pa sitt som indikerar att det saknas
relevanta matematiska forkunskaper, passar malgruppen daligt till aktuell undersdkning. Jag
valde darfor att inte anvénda Brukerkurs i matematikk-studenter som huvudinformanter till denna
undersokning. Spdrsmaélet, vad studenten forstar med derivatan till en funktion i en punkt, tycktes
kunna ge en antydan till hur studenterna anviander relevanta begrepp, i relevant kontext. Fradgan
beddmdes dédrigenom som ldmplig till férunders6kningen, med utvalda studenter. De tre mest
frekvent anvinda begreppen hos studenterna i Brukerkurs i matematikk var funktion, punkt och

stigningstal.

4.2 Forundersokning

De knappa 100 som registrerade sig till examen 1 kursen Kalkulus I, under hosten 2008 vid
Universitet 1 Tromse forvintas ha relevant forkunskap, kunskap och kompetens for att vara
lamplig som mélgrupp till denna studie. For kursen Kalkulus 1 hosten 2008 stod foljande att ldsa,

under innehall av kursen:

Emnet bygger pa matematikkunnskaper tilsvarende hgyeste trinn (3MX) i den videregdende skole.
Det er grunnleggende for alle realfagstudier som krever matematikk i fagkretsen. Kunnskapene

fra videregdende skole om integral- og differensialregning for funksjoner i en variabel blir styrket
og bygget videre ut. Temaer som tas opp er reelle og komplekse tall, fglger, funksjoner,
kontinuitet, derivasjon, integrasjon og differensialligninger. (Mat-1001 Kalkulus 1, 2008)

Med andra ord forutsétts forkunskaper om differentialrdkning for funktioner, vilket innebér att
derivationstemat borde vara bekant for studenterna. En begrinsning gjordes i och med att jag
avgransade antalet mdjliga informanter 1 forundersokningen frédn knappt 100 till de 55 som var
forstadrsstudenter och var registrerade pa 5-ariga masterprogram vid det matematisk—
naturvetenskapliga institutet pa Tromse Universitet. Jag antog att dessa studenter till storre grad
fanns kvar vid fakultetet under varen 2009, 4n de studenter som valde Kalkulus I som enstaka
kurs. De 5-ariga programmen var representerade av lektorutdanning i realfag, samt foljande
masterprogram 1 teknologi/sivilingenier:

- energi og milje 1 nord

- industriell matematikk

- kommunikasjon og mikroelektronikk

- romfysikk

- molekylar bioteknologi

- informatikk
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4.2 Forundersokning

Eftersom knappt 100 studenter skrev examen 1 Kalkulus 1 1 december 2008, fanns mdjligheten att
vid behov utdka antalet forfragade, ifall allt for fa tillfrdgade studenter inte 6nskade stélla upp pé

forundersokning och eventuell efterkommande intervju.

Syftet med forundersdkningen var att skapa grundlag till att kunna skilja ut fyra studenter till
djupintervjuer. Forundersdkningen resulterade i totalt 23 skriftliga svar frén de nidrvarande
studenterna. Dessa svar kategoriserades in 1 24 grupper baserat pd de ord som valts av
studenterna i deras skriftliga beskrivelse av vad de forstar med derivatan. Denna kategorisering
finns som bilaga 2 och var till hjélp i analysen for att avgdra om studenten beskrev derivatan som
ett objekt, 1 en process eller bade och. Dessutom onskade jag en kommande intervjusituation dir
studenten skulle kunna se pa sina skriftliga svar och ddrigenom ha mojlighet till att utveckla sitt
resonemang. Jag valde att bara skriva upp frdgan “Hva forstar du med DERIVATEN?” pa tavlan
eftersom jag inte ville att linjer eller rutor skulle varken leda till eller begransa studenternas

associationer nér det géller till exempelvis grafritning.

Exempel pa de vanligast forekommande orden i1 forundersdkningen utfort pa Kalkulus 1
studenterna var de samma tre som for Brukerkurs i matematikk, ndmligen funktion, punkt och
stigningstal. Av 23 anvédnde 19 stycken ordet funktion, 14 punkt och 13 stigningstal. Som mest
anvinde en student 12 kategorier av totalt 24 och som minst anvinde en student 1 kategori 1 sin
beskrivning av vad derivatan betyder. Dessa beskrivelser analyserades i ljuset av hur de
anvindes 1 meningarna, alltsa en tolkningsfraga om orden 1 beskrivelsen beskrev derivatan som

objekt eller som del i en process.

Som ndamnt i 3.6.3 Onskade jag att studera matematiker, kemister och IT-specialister for att ha
mojlighet till jimforelser mellan olika amnesstudier. Vidare dnskade jag att intervjua den fran
varje grupp som anvinde flest begreppskategorier eftersom det da fanns flest mojligheter att
aterkoppla till 1 intervjusituationen, vilket skapar trygghet for den som blir intervjuad. Med
trygghet menas hér att man inte stdlls infor enbart okénda situationer. Ingen av de 15
matematikerna sag pd derivatan som enbart i en process, men daremot sdg 6 av dem derivatan
som enbart ett objekt. Motsvarande analys for de 5 kemisterna indikerade att 2 sag derivatan som
enbart i en process och ingen som enbart ett objekt. Av de tre IT-specialisterna beskrev den forsta
derivatan enbart i en process, den andre enbart som ett objekt och den tredje bade i en process

och som ett objekt.
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Av de 23 studenterna som deltog 1 forundersokningen sag totalt 7 derivatan som ett objekt, varav
6 var matematiker. Ingen matematiker beskrev derivatan som enbart del 1 en process, samtidigt
som ingen kemiker beskrev derivatan som enbart ett objekt. Tva av de tre, som framstillde
derivatan enbart som del i en process, var kemiker. De 13 som sig péa och beskrev derivatan som
bade del 1 en process och som ett objekt var fordelade pa alla tre grupperna. Med
forundersokningen som indikator, beskrev 13 % derivatan enbart som del i en process, 30 % som
enbart ett objekt och resterande 57 % sdg derivatan som bade del i en process och som ett objekt.

Forundersokningen ér baserad pa sa fa studenter att dessa tal ar hogst osékra.

Risken finns att man, trots hjélp av kategoriseringen i forundersdkningen, verkligen inte kan
avgora ifall informanter ser pa derivatan som ett objekt och/eller som del i en process.
Studenterna antecknar, pd mindre dn 15 minuter, vad derivatan betyder for dem. Jag kan
omdjligen veta exakt hur studenterna tolkade uppgiften, hur pélitliga svaren ér, eller om de ens
sdg ndgon mening med min férundersokning. ”The pupils are expected to develop certain
abilities... One can try to list and classify them, but what is the use? It would not answer the
question of why they should be products of learning processes” (Freudenthal, 1991, s. 121-122).
Resultat fran analysen av forundersdkningen anvinds dels som sorteringshjélp och dels som ett

slags grundmaterial att bygga intervjumallen pa.

4.3 Fyra djupintervjuer

De fyra informanterna som deltog i djupintervjuerna kallas hér 1 kronologisk ordning for Ettan,
Tvaan, Trean och Fyran pa grund av anonymitet och konsneutralitet. Den student som under
forundersokningen hade anvént sig av flest kategorier (12 stycken) var matematiker. Denna
person beskrev derivatan som enbart ett objekt och lét sig intervjuas som nummer tvé och kallas
harefter for Tvaan. Den student som anvént sig av nést flest kategorier (10 stycken) var kemiker
och sdg enligt analysen av forundersokningen derivatan som bade del 1 en process och som ett
objekt. Denna person intervjuades som nummer fyra och figurerar dérfor i detta arbete som Fyran.
Eftersom jag i detta ldge saknade en representant som enbart sag pa derivatan som del i en
process och en representant som var IT-specialist, foll valet pa Trean som satisfierade bagge
kraven. Det var bara totalt tre studenter i férundersokningen som enbart sdg derivatan som en
process, sa jag valde att ta med en till som kunde representera denna syn, Ettan. Kemikern Ettan
och IT-specialisten Trean anvénde dessutom lika manga begreppskategorier (7 stycken) for att

beskriva derivatan i forundersokningen.
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4.4 Tidsfaktor

En jaimforelse mellan Ettan och Trean kan medfora en viss indikation av métt pad giltigheten till
resultat fran intervjusituationerna, eftersom forundersékningen visade att de bagge anvinde lika
ménga begreppskategorier for att beskriva derivatan som enbart del i en process. Tvian beskrev
derivatan som ett objekt och Fyran bade i en process och som ett objekt. Tabell 4:1 visar att Ettan

och Trean till synes ser pa derivatan likaledes.

DERIVATAN i process | som objekt
Ettan +
Tvaan +
Trean +
Fyran + +
Tabell 4:1 Forundersokningens resultat av intervjuinformanternas framstéllning av derivatan

Tvé av de fyra informanterna klarade inte examen i Kalkulus 1 i december 2008. De skrev
kontinuationsexamen i samma vecka som intervjuerna befann sig. Minst en av dessa tva,
godkéndes med vildigt god karaktir. Forutsatt att ett examensresultat innebér en slags kvalitativ
gradering av det man forvéntas kunna och forsta efter en kurs, kan detta ses som exempel pa att

inldrningsprocessen bade tidsmissigt och kvalitetsméssigt ar individuell.

4.4 Tidsfaktor

Fyra timmars intervjumaterial, som forst ska transkriberas och sen analyseras, bedomdes fore
intervjuerna som en alltfor stor dataméngd inom ramarna av ett 30 studiepodngs masterarbete.
Med siktet instéllt pd en intervjuldngd mellan 15 och 25 minuter delgavs informanterna att
intervjun tar ungefdr en halvtimme att genomfGra. Intervjuerna tog mellan 45 och 65 minuter.
Intervjun med Ettan tog 45 minuter, medan Tvdan och Trean intervjuades i 50 minuter vardera
och slutligen varade Fyrans intervju i 65 minuter. Antingen skulle det visa sig att tiden var for
knapp och att ingen av extrafragorna E1 och E2 hanns med under en intervju, eller s& valdes en
eller bigge extrafragorna beroende pé dels tid och dels, under intervjun, studentens forstielse av

begreppet derivata. Fragorna 1 — 4 tog tillsammans mellan 16 och 26 minuter att genomfora.

4.5 Fraga 1

Denna fraga ér en ren textfridga diar man ska ta stédllning till om grafen till den deriverade
funktionen kan stiga samtidigt som derivatan till funktionen &r negativ. Ettan svarar nej och
visualiserar derivatan med hjélp av pennan i handen och en gest. Lutningen pd pennan éndras i

takt med tangenten till grafen, nér Ettan foljer den tinkta grafen fran vénster till hoger.
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Ettans svar pa den forsta inledningsfragan tillsammans med forundersdkningsresultaten indikerar
att Ettan inte skiljer mellan derivatan till en funktion och den deriverade funktionen. Ettan
beskrev derivatan som enbart del i en process och anvénder sig dven av gester under sin
beskrivning av derivatan. Tvaan svarar ja och har inga som helst problem med att visualisera
problematiken och visar att det & mojligt genom en graf som ritas” pa bordet med ett finger.
Trean svarar nej och verkar se det pa samma sétt som Ettan, men utan att ndgon hjilpgraf

gestikuleras.

Fyran svarar forst ett spontant ja och funderar sen 15 sekunder innan resonemang kring fysik tar
vid. Detta resonemang ror sig om att derivatan till strickan blir fart och leder inte till ett svar.
Fyran resonerar sen att derivatan dr samma sak som stigningstalet och ser inte skillnad mellan
derivatan till en funktion och den deriverade funktionen. Det dr mgjligt att det spontana svaret ja
1 borjan inte var ett svar, utan en bekréftelse pa att 1dsaren av frigan ansag sig forsta

fragestillningen.

Det verkar som att Ettan, Trean och Fyran har svért att forestilla sig grafen till en deriverad
funktion. Om de forst visualiserar grafen till en funktion och sen derivatan till den funktionen
som en tangent, sa blir tangenten till grafen till funktionen och funktionens derivata synonyma.
Det uppstar foljaktligen ingen kognitiv konfliktsituation om fradgan felaktigt tolkas som att man
ska ta stéllning till om grafen till funktionen kan stiga samtidigt som derivatan till funktionen ar
negativ. Kanske Ettan, Trean och Fyran forstod frdgan som: ”Kan derivaten til funksjonen stige
samtidig som derivaten til funksjonen er negativ?”. En idé vore att forsoka omformulera fragan
for att undvika missforstaelse? Samtidigt har denna undersokning med matematisk
begreppsforstaelse att géra och en omformulering av fragan skulle kanske hypotetiskt inte kunna
visa om en graf underléttar forstdelsen av derivationsbegreppet. Det dr detta som frédga 4d i

relation till frdga 1 &r tinkt att undersoka.

Om Tvaan forst visualiserar grafen till en funktion, sen definierar om den funktionen till att vara
en deriverad funktion och samtidigt tdnker pa vad det betyder att derivatan till den ursprungliga
funktionen dr negativ, s verkar det vara problematiskt att forsté att nar grafen ligger under x-
axeln sd indikerar det att funktionens derivata ar negativ. Forundersokningen indikerade att en
student, som beskriver derivatan, foredrar en algebraisk representation av derivatan framfor en
grafisk. Bilaga 2 visar att det bara ar tva studenter av 23 i forundersokningen, som tog hjilp av
graf for att representera derivatan. I delfrdga 4d aterkommer ordagrant denna fragestéllning,

kompletterat med en graf av den deriverade funktionen.
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4.6 Fraga 2

Eftersom denna fraga ér frdn TIMSS 1995 i vilken bdde svenska och norska tredjearsgymnasister
presterade gott matematiskt och internationellt sett. Internationellt, svarade 46 % korrekt pa den
aktuella frdgan da. Tabell 4:2 nedan visar vilka svarsalternativ norska tredjedrsgymnasister gav
pa fragan i relation till det internationella genomsnittet. Det korrekta svarsalternativet ar markt

med asterisk.

3MX [ 3MY | Int

A*| 54 | 41 |46

B| 7 | 12 |7

c| 11 | 12 |12

D| 19 | 26 |19

E| 5 3 | 8

()| 5 7 |9
Tabell 4:2 TIMSS 1995 K05, (Angell et al., 1999, s. 186)

Fragan inleds med att tre givna och olika forhéllanden ska vara uppfyllda for en av de fem givna
funktionsgraferna som representeras av svarsalternativ A-E enligt Figur 4:3. Det forsta
forhallandet kallas har for 1 och lyder /7 (0) > 0, det andra forhallandet, 2 lyder /' (1) < 0 och det

sista forhallandet, 3 &r att f°" (x) dr negativ for alla x. Graferna ser ut som foljer:

ALY B. v . ¥ D Y E. ¥

R VR N N A

Figur 4:3 Svarsalternativ A-E i fraga 2

Vikse (1999) menar att eleverna uppfattade frdgan som svar, med tanke pa det internationella
genomsnittet. I Norge svarade 54 % av 3 MX eleverna riktigt, vilket var klart béttre &n det
internationella genomsnittet. Vikse fann ut att mer 4n en tredjedel inte utesluter alternativen B, C
och D. Detta menar han dr mycket allvarligt och drar slutsatsen att den grafiska forstaelsen av
derivatan dr mycket dalig hos de norska 19-aringarna som deltog i TIMSS 1995. Jergensen (2006)
kom fram till att eleverna visade prov pa valdigt olika I6sningsstrategier baserat pa

begreppsbilden.
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4.6.1 Ettans svar

Ettan prioriterar forst 1 och 2 vilket leder till svarsalternativ C samtidigt som osékerhet rader
kring 3:

1: Den deriverte funksjon / nar du sett inn null i den deriverte funksjon sa far du et svar som er /
starre enn null / & nar du sett inn en sa far du et svar som er mindre enn null // det ma ju
bety at / du har et / toppunkt / nei det kan du ikke ha // du ma ha et vendepunkt eller et
nullpunkt i / pa en/ trur & / &ssa / at f dobbeltderivert av x er negativ for alle x / det vil si
/I hmm // utifra di to ferste der sa tenkte se automatisk C men ze vet ikke om det stemmer
for den der at dobbelderiverte av x er negativ for alle x //

I detta lage gar jag, mest troligt pa grund av orutin, in och styr kanske lite for mycket eller for
tidigt nér jag séger:

Men om vi gar tillbaks till det forsta dar du borjade svara pa att / du sag att det var en toppunkt /
tankte du / men du har svart det férut (i fraga 1) nar det ar en topp eller bunnpunkt sa er
derivaten lik...

1: Lik null // Nei det ma veere // nei for at / den e posssitiv & den e negativ (pekar pa den forsta
respektive den andra av de tre pastdendena i friga 2) / sa betyr det at det gar over fra &
veere // assa det e et vendepunkt der

Var da?

1: 1/ ja gott spgrsmal (fniss) // det ma ju veere mellom null og en! / ja selvfglgelig! / & at f
dobbelderivert av x er negativ for alle x det betyr at // det betyr at den e / konkav trur &e / &
da ville & sagt / A (pekar pa A)

Ettan ser att det ska existera en vindpunkt och kan vid frdgan var, precisera att det &r mellan noll
och ett. Resonemanget med vandpunkt skiftar nu fokus till att 4ven 3 tas i betraktning eftersom
Ettan inser att 3 innebdr att det ska vara en konvex funktionsgraf, vilket i sin tur leder till korrekt
svarsalternativ A. Som gardering menar Ettan att det kan vara B som ar riktigt svarsalternativ om
begreppsforstaelsen av konkav forvéixlats med konvex. I detta lige anmodas Ettan att forsoka

gora ett val mellan svarsalternativen A och B.

Finns det na andra alternativ? (an A)

1: Jadet er jo at / den der / at & husker feil at nar den er / negativ for alle x s e den konveks a
da ma det jo bli B/ e no de a tenker menng

A det &r ndnting du husker att andraderivatan kopplar du till

1: Konveks og konkav ja //

A det framgick av det du skrev (pekar pé Ettans svar i forundersokningen) att du inte husker
nanting av den dobbelderiverte men det gor du ju nu!

1: (fniss) ja

Sa ditt svar ar / att du ser

1: EvilsiAll

Men om du / om du / [kan du

1: [Ja

ta nd mer information fran / den (pekar pa 1) / borjan / for & utesluta A eller B? // om det star
mellan dem

1: S& ae ska liksom bestemme om det er A eller B pa grunn av den? (pekar pa 1) Nei / utifra den &
den? (pekar pa 1 och 2)

Ja som jag har uppfattat det s& har du sagt pa grund av den dér (pekar pa 3) / at den ar negativ
for alla x s& ar den antingen konkav eller konvex // sa antingen den eller den (pekar pa
alternativ A respektive B) / da ar det bara dom (tvd) som ar alternativen

1: Jo men du kan tenke det sann at der (pekar pa grafen till alternativ A i x = 0) er den / ff / nar
den er null sa er den sst // jaa nar du sett inn null i den deriverte funksjon sa far du et tall
som er starre enn null & da stig / den (pekar fortfarande pa x = 0 i grafen i A samtidigt
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som andra handen gor en stigande rorelse)

Mmm

1: A mens der/ (pekar p& x = 1 i grafen i A) e den negativ & d& synk den (pekar fortfarande p x =
1igrafen i A samtidigt som andra handen gor en nedatgaende rorelse) / & der stig den jo
a der synk den (pekar forst pa x = 0 och sen pa x = 1)

Mmm

1: Ergo / A er svaret

Yes / det var réatt svar

1: Aa (fniss)

Ettan tar hjdlp av hdnderna i beskrivelsen av att derivatan dr positiv i 1 och negativ i 2. Néar
rorelsen av handen gér fran stigandes till sjunkandes verkar processen kopplas till en
begreppsbild som motsvaras av en konkav graf, vilket leder till insikten att A dr det korrekta
alternativet. Detta stoder Radfords (2009) syn att gester interagerar tillsammans med olika
sinnesaspekter for att kognitivt och socialt skapa en mening. Yttermera, stoder hindelsen
Hahkioniemis (2004) resultat, att a) gesten dr perceptuellt och direkt involverad i b) att studenten
har forstatt sambandet mellan tangenten i den symboliska grafen till gesten och derivatan som en

konkret forandring.

Ettan, som 1 forundersokningen menade att hon eller han inte kom ihag ndgot om andraderivatan,
gjorde verkligen det under intervjun, med hjélp av gester. Ettan reflekterade under en
problemldsningssituation och reviderade sin tidigare instéllning, vilket styrker
begreppsutvecklingen som Gray & Tall (2001) beskriver i avsnitt 2.4.3. Dessa reflektioner visar
hur ”embodied objects” kan interagera med gester for att skapa ett axiomatiskt begrepp som

ligger till grund for personens teoribyggande.

4.6.2 Tvaans svar

Tvaan borjar med att tinka tyst i 10 sekunder innan Tvéan séger foljande:

2: La oss se pd A/ Ja/ den vil ha f derivert av null stgrre enn null / fordi den kurven stig / sa den
er grei / den vil / det vil ikke vaere sant for B for den grafen der synk / den her (pekar pa
alternativ C) ser ut som at f derivert av null er Jik null // p& D har vi f derivert av null
mindre enn null og for E vil f derivert av null veere stgrre enn null / det farste der vil veere
santfor Aog E

Foljaktligen borjar Tvdan med 1 och relaterar den till alternativen A-E i bokstavsordning med
korrekt resonemang. Tvaan gor om samma procedur med 2 i fokus denna gang och resonerar

aterigen utan tvekan korrekt:

2: ... f derivert av en mindre enn null er andre spgrsmalet aa OK // det vil vaere sant for A // det er
ikke sant for B / det er sant for C / det er sant for D / og det er sant for E

Samma metod anvinds till 3:

2: ... fandrederivert av x negativ for alle x / det vil si at den ma / grafen méa synk hele tida / det er /
ikke sant for noen av funksjonan bortsett fra D / det er kun D / kor at / at den
andrederiverte av x er negativ for alle x / hvis ae ser rett her
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Haér ser det ut att vara olycksfall 1 arbetet, eftersom Tvédan verkar tdnka pa forstaderivatan istdllet
for andraderivatan och drar dirigenom fel slutsats i férhallande till 3. I efterféljande
sammanhang forstar Tvéan 3 korrekt, att stigningen till funktionen avtar hela tiden. Nér Tvaan
fokuserar pé att det finns vindpunkter och var de finns, ssmmankopplas oproblematiskt alla de

tre forhallandena som ska gélla samtidigt vilket leder till korrekt svar, ndmligen alternativ A:

2: ... hvis den // andrederiverte er negativ / ja selvfalgelig // da betyr det at / den her (pekar pa
alternativ A) / den vil veere / den vil oppfylle det // for den / der / der / stig / stigninga til
funksjon avtar hele tiden /

Bra

2: Ja/ det er rett // p& B har vi at stigninga gker hele tiden / sa der vil jo den veere positiv for alle
x [ her har vi /[ at den vil ikke veere rett for C / den vil ha et vendepunkt / naert en en plass

Bra du sag vandepunkter ocksa

2:Ja/ og /I her igjen ser vi at den her vil ha to vendepunkt / en tredjegradsfunksjon / det er en
hyperbel vi ser // sa E vil heller ikke oppfylle det / da ska vi se p& D // der avtar // stigninga
hele tida ser det ut som / eller / ja / den den er vel kanskje ganske lineaer sann fra kanskje
null komma to og s videre / s& da vil jo den andrederiverte veere lik null // ja / sa i alle fall
vil & kunne / for & oppsummere / at det gjelder for / A // ja / da er det gyldig for alle x /
(fniss) ee sa feil da @ tenkte pa den fgrstederiverte det er sant

A da har du / om du laser spgrsmalet igjen / vilken av graferna nedanfor har fglgende
egenskaper?

2: Ja /l (viskar tyst alla tre egenskaperna och jamfér med alternativ A) // det vil kun veere A/ som
oppfyller alle de kriteriene

4.6.3 Treans svar

Trean har svért att ’se” 1 och 2 i graferna, men forstar genom att fokusera pa 3 direkt att den

sokta grafen ska vara konkav:

3: Ja/ (fniss) det er litt vanskelig (fniss) / men / ska vi sja / hvis vi ser / a tar bare hver graf for
alle tre punktan da / begynner med f derivert av null er / stgrre enn null // sa f derivert //
stigningstallet til den // tangenten i // nar x er lik null // det er virkelig vanskelig & se for
seg/ uten &/ e e van til & bare regne pa det / sa det er forferdelig vanskelig & se for seg /
bare med & se / men // der / funksjon // & i punkten null // (5 sek) // f derivert av null e jo //
f derivert av null vil jo veere stgrre enn null /i A

Ja

3:Jall

Eller jaha ska jag saga (fniss) / OK ar battre att saga

3: F derivert av en / mindre enn null // (8 sek) // da ska vi sja / prave & se for sae at funksjon / er
lik en // (11 sek) // kan i hvert fall si at f dobbelderivert av x er negativ / det ma det vel
veere for // for A / fordi den er konkav // & / usikker pa f derivert av en er mindre enn null /
a klarer ikke helt & se for mae kordan den tangenten gar / assa f derivert av en / x er lik
en der / den er mindre enn null fordi den gar nedover // ja den méa jo det /i A ogsa / den
maijo veere mindre enn null // (7 sek) // na blev ee litt usikker pa farste svaret mitt (fniss) /
for f derivert av null blir jo feil da i sa fall / f derivert av null kan jo ikke vaere starre enn null
I kan den det? // f deriv / jo den gér oppover og der gar den nedover / ja / da er den
stgrre enn null og den mindre enn null // ja OK // og da har du f dobbelderivert for x er
negativt for alle x // nar du dubbelderiver sa finn du / krumninga / & den er konkav / sa ja //
da mener & at A skal tilfredsstille alle / s& som ae ser det i hvert fall

I denna, den tredje intervjun, var jag mer van situationen och gick inte in och avbrét under
intervjun pd samma sitt som under den forsta intervjun. Trots detta, reflekterar jag vid ett tillfdlle

hogt over vad jag borde séga, vilket kanske inte ger positiva signaler i intervjusituationen.
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En konfliktsituation uppstar i och med att Trean blandar ithop koncepten forstaderivatan och
andraderivatan, nédr 1 och 3 jamfors. Trean menar att 1 borde vara negativ for alla x, vilket skulle
vara fallet om 3 handlade om forstaderivatan och inte andraderivatan. Alternativt trodde Trean att
1 handlade om andraderivatan istéllet for forstaderivatan. Det dr &ven mojligt att Trean forst inte
insdg att det kan vara skillnad mellan funktionsvirdena till forsta respektive andraderivatan av en
funktion. Négot som talar mot denna tolkning &r nir Trean fokuserar pa att 3 innebér en konkav
graf, vilket visar att Trean skiljer mellan betydelsen av forsta och andraderivatan till en funktion.
Strategin, som Trean anvénder sig av for att utesluta alternativ, ar att undvika 1 och 2 eftersom de
orsakar konfliktsituationer. Trean kénner sig trygg pa 3 och anvénder den som bas och kan
dirigenom snabbt sluta ute de tre svarsalternativen B, C och E som inte enbart &r konkava.
Alternativ D véljs bort nir Trean menar att forsta derivatan inte dr mindre &n noll da x 4r noll,

alltsa att 1 inte ar uppfyllt.

Trean anser sig forsta fragan battre med hjélp av en graf:

3: ... jadet er jo artig kordan en pa en mate fgrst nar a begynner sa skjgnner e ikke helt ka en
oppgave spgr etter / men nar & barjer se for mee grafen sa forstar e den med en [gang

Detta trots att Trean borjar med att forsoka ’se” 1 och 2 i1 graferna, men till en borjan inte klarar
av att fi den mentala bilden till att stimma med den information som finns. Kanske beror detta
pa att forstaelsen eller tolkningarna av symbolerna till en borjan dr problematiska for Trean, men

att de i kombination med graferna far den mentala bilden att passa in med informationen.

4.6.4 Fyrans svar

Fyran poédngterade direkt att det bara dr formen pé grafen som &r viktig, inte var den var placerad
1 forhallande 1 hojdled. Sen fortsatte Fyran med att leta svar 1 en blindgang, genom att se om
grafernas definitionsomrdden kunde vara ett hjdlpmedel till att snabbt utesluta nigra av de fem

svarsalternativen. Fyran hade inga som helst problem att &nd4 snabbt komma fram till riktigt svar:

4: Det spiller ingen rolle i forhold til x-linja // eller i forhold til hvor hgyt opp den ligger / ettersom
det er f derivert i null eller ikke i null // men den ska ligge mellom en og null / det gjar for
sa vidt samtlige grafer her s& det er ingen som & bare kan plokke ut fort // den
dobbelderiverte er negativ // f derivert // er starre enn null / det betyr at den stiger far null
kommer og den synker etter at en har kommet // det betyr at / & det ska vaere en konkav
graf / fordi at f dobbelderivert er negativ for alle / s& A stemmer / det kommer til & vaere
riktig

Fyran fortsétter med att korrekt beskriva var de fyra 6vriga graferna inte stimmer i forhéllande

till 1, 2 och 3.
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4.6.5 Reflektioner kring fraga 2

Angell et al (1999) menar att svarsfordelningen i Tabell 4:2 ar lite mérklig och séger vidare att
“De mest populere distraktorene C og D inneholder to feil. Av de tre egenskapene er bare
/(1) <0 riktig” (ibid., s. 186). Distraktorerna C och D véllade inga problem for de fyra
forstadrsstudenterna, sd detta arbete kan inte tillfora nagot angaende diskussion om marklig
svarsfordelning. Nar det giller analys av grafer, verkar en negativ andraderivata oproblematiskt
kopplas till formen konkav, vilket dr en visualisering av andraderivatan. Formellt resonemang
kring begreppen (andra)derivatan och konkav vixelverkar med begreppsbilderna och intuitiva

idéer, vilket till slut leder till riktigt svar.

4.7 Fraga 3

Aven denna fraga ér fran TIMSS 1995 och lyder som foljer:

Akselerasjonen til et legeme som beveger seg langs en rett linje, svarer til
A. stigningstallet til vei-tid grafen
B. arealet under vei-tid grafen
C. stigningstallet til fart-tid grafen
D. arealet under fart-tid grafen

Knappa tva tredjedelar, av alla som deltog 1 TIMSS 1995, svarade korrekt pa den aktuella fragan
da. Tabell 4:3 visar vilka svarsalternativ som norska tredjedrsgymnasister gav pa frgan, i

relation till det internationella genomsnittet. Det korrekta svarsalternativet 4r markt med asterisk.

3MX | 3MY | Int
A | 21 24 | 15
B 5 8 4
C*| 64 52 | 66
D 7 10 | 12

()| 3 6 4
Tabell 4:3 TIMSS 1995 K03, (Angell et al, 1999, s. 185)

4.7.1 Ettans svar

Ettan ldser upp frdga 3 hogt och menar att det dr en fysikfraga. Dérefter definierar Ettan

acceleration:

1: Men na skal vi se // akselerasjon e jo / definisjon pa akselerasjon e jo / kor mye // fffarta gker
eller synk i lgpet av tida

Varpé Ettan siger att det r tva vdg-tidgrafer och en fart-tid graf. Detta resonemang utvecklar
inte Ettan ndgonting mer utan gar vidare med att l4sa fragan pa nytt och fokuserar pa definitionen

pé acceleration igen. Hérefter menar Ettan att alternativ C kan vara riktigt svar men blir
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osdker “fordi at du kan jo du har jo en formel som sier at / strekkning er lik // fart ganger tid”
samtidigt som Ettan séger att en vég-tid graf inte dr utesluten:

1: ... dermed kan du jo bruke en vei-tid graf 4ssa / menngh / ikke p& samme mate som en fart-tid
graf / vel & merke //

Ettan menar sig bli forvirrad av att veta att stigningstalet till en fart-tid graf indikerar hur “fort
den gér pa en bestemd tid”. Ettan vill sdga pass och far en kort uppsummering av vad som ir sagt,

varefter Ettan utan minsta tvekan svarar riktigt:

1: D& ma det jo veere C som e svaret!

4.7.2 Tvaans svar

Tvaan resonerar att alternativ A, helt korrekt, dr hastigheten till objektet och att alternativ B dr en
integral. Tvaan funderar en kort stund 6ver vad B representerar och menar samtidigt att det inte
ar sd noga eftersom det inte dr rétt svar. Efter att Tvaan har blivit bedd om att jimf6ra alternativ
B och D, uppstér osékerhet. Osédkerheten byts ut till en sédkerhet da Tvaan reflekterandes byter ut

sin mentala representationsmodell for B till D.

4.7.3 Treans svar

Efter att ha last frdgan hogt dr det tyst 1 6 sekunder innan Trean spontant svarar att alternativ C
verkar mest logiskt, vilket &ven ar korrekt svarsalternativ pé fragan. Trean reflekterar sen dver
vad arealen under en acceleration-tid graf svarar till, vilket leder till att Trean kan ténka sig att
farten da okar. Detta i sin tur leder Trean till att tdnka pa att det inte var farten som man skulle
finna ut. Fokus gar sen over till att det kanske ar alternativ A som é&r riktigt. Trean anmodas att
teckna, vilket forst leder till att en vag-tid graf ritas. Efter en dryg halv minuts tyst tinkande

svarar Trean att ”a& trur de ma bli A”.

Trean har tecknat in en tangent 1 sin vég-tid graf och blir bedd om att forklara vad den kan
representera. Trean menar att den representerar farten i en punkt, eller hur mycket farten kar,
vilket leder till att Trean ndmner acceleration och vidare att den flatar ut med lag acceleration
samt att hog acceleration motsvarar en brant graf. Detta leder Trean till att tro att ”A er riktig svar
for da far du akselerasjon”. Sen tanker Trean pd en fart-tid graf och anmodas att rita upp den.
Detta leder till att Trean ser att C utan minsta tvekan ar riktigt svar da fokus for Trean dr pa hur

fort farten gar upp 1 forhéllande till tid.
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4.7.4 Fyrans svar

Efter att Fyran har last fragan hogt tdnker Fyran tyst i 10 sekunder innan Fyran svarar:

4: Stigningstallet unner vei-tid grafen er fart // arealet / nei / stigningstallet av vei-tid grafen
er fart / arealet unner vei-tid grafen // husker ikke i farta / men det blir ikke rett / da gar du
feil vei hall e pa & si / stigningstallet til fart-tid grafen har du akselerasjon // arealet unner
fart-tid grafen er da samme som stigningstallet til / arealet unner vei-tid grafen / nei /
fart-tid grafen blir jo det samme som / stigningstallet / nei motsatt / det blir / det blir // assa
arealet unner fart-tid grafen blir det samme som vei-tid grafen / s den er det na
heller ikke / svaret ma bli C / stigningstallet til fart-tid grafen

Fyran anvénder uteslutningsmetod for att finna korrekt svar, till synes utan att reflektera over det

korrekta svaret, eftersom a, b och d inte stimmer.

4.7.5 Reflektioner kring fraga 3

Ettan borjar med att tinka pé fysik och definierar acceleration for att sen forsoka utesluta ndgon
eller nagra av svarsalternativen baserat pa vilken slags graf de representerar. Denna strategi
misslyckas eftersom det verkar som om Ettan kopplar grafer med vég-tid savil som med fart-tid
till acceleration. Nér sen stigningstalet kopplas till fart-tid grafen uppstér pa nytt en osdkerhet

eftersom dven stricka kan kopplas till fart och tid.

Da fokus riktas mot vad stigningstalet till en fart-tid graf betyder, sé inser Ettan att C ar riktigt
svarsalternativ. Ettan ger uttryck for att det dr en speciell situation att skapa en visuell bild,

samtidigt som man tanker hogt, eller att intervjusituationen gor det svéart att tinka hogt:

1: (laser viskandes stigningstallet) ville jo tru det gar / pa sst / nei vent na // vei-tid // du skulle ha
tegnet opp de her grafene for mee! (fniss) / sa ville det ha veert mye lettere

Mmm // det &r sant / det ger ofta en hjalp & ha den visuella bilden

1: Ja /l (7 sek) [for

[Nu mé& du skapa den sjalv ([fniss)

1: [Ja e jobber med saken / & bara slit med & tenke hayt nar ae gjer det // men akselerasjon / ma
jo veere // akselerasjon stiger jo / det e jo klart / men // nar akselerasjon stig [s&

[Varfér sager du att den stiger?

1: Det vet jeg ikke (fniss)

Du antar det alltsa

Ettan ger dven uttryck for att tdnka sig att acceleration okar trots att Ettan hade, minuten innan,
definierat acceleration som hur mycket farten 6kar eller sjunker 1 16pet av tid. Mojligen

associerade Ettan ordet acceleration med ordet fartokning.
Eventuellt sa dr det enklare att forknippa ordet stigningstal till ndgot som stiger eller synonymt

oOkar eftersom det annars riskerar att uppstd en begreppsmaissig forstdelsekonflikt med att

anvinda ord som ger olika associationer.
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Med fokus pé stigningstalet uppstar en situation som avspeglar osidkerhet nir Ettan ska relatera
stigningstalet till en graf:
1: Stigningstallet til en fart-tid graf vil jo si // (6 sek) kor sss / fort den gar p& en bestemd tid // kan

2 fa si pass?

En forklaring kan vara att Ettan precis har definierat acceleration som en dndring av “fart relativt
tid”, samtidigt som en formel séger att “fart gdnger tid” ar stricka. Om Ettan ser “fart relativt tid”
synonymt med “fart gnger tid” uppstar en kognitiv konfliktsituation i och med att begreppen
acceleration och strdcka blir synonyma. Forundersokningen antydde att Ettan ser pa begreppet

derivata som enbart en process. Den forsta kontrollfragan 1 borjan av intervjun stoder detta:

Ar derivatan samma sak som att derivera? Alltsa, den deriverte det &r ju synonymt med derivatan.
Kommer du ihag att jag sa pa tavlan dar?

1: Alltsa

Nar du bara hor det spgrsmalet tanker du pa ehm ser du to ting eller ser du en ting?

1: /A ser énting

A det ar?

1: Ja, det & derivere en funksjon rett og slett

Mmm

1: assé e tenk at derivata av funksjon e // etter du har derivert funksjon sa har du derivata
A derivata sager du &r synonymt med den deriverte / det ar [derivatan

1l:[Jalja

Mmm

A det &r samma sak som & derivera?

1: Ja (tveksamt) // sa

[Mmm

1: [s&nn tenker ja [de

Med utgangspunkten att Ettan ser derivatan som enbart del i en process, kan det vara svart att se
objektets roll i processen om fokus dr pd processen. Ettan kanske inte skiljer mellan ”féremaélet”
som &r 1 rorelse och “farten till foremélet”? Om begreppet stigningstalet kopplas direkt till det
fysiska foremdlet som dr i rorelse, sé riskerar man att komma i en kognitiv konfliktsituation da
andraderivatan kopplas till det samma foremaélet, objektet till den dubbelderiverade funktionen.
Den forflutna tiden mellan att Ettan ville sédga pass och att Ettan sag svaret framfor sig var bara

15 sekunder, exakt lika lange som hjilpen med en kort uppsummering tog:

1: ... kan ae fa si pass? ([fniss)

[Ja men du &r inne pa ratt / det du tanker héar / det du sa s& bra har ocksa att / stigningstallet til en
fart-tid graf / sager hur fort / farten / i forhallande till tid okar eller minskar / alltsa du har
ju sagt att det e det [som

1: [D& m4 det jo veere C som e svaret!

Farten preciserades som objektet 1 frdgan, vilket kanske var det skiftet av fokus som behdvdes
for Ettan att ”se” svaret. Denna frdga ger en indikation pa att det &r viktigt att forstd storheternas
egenskaper och forhallanden till varandra. Olika anvéndning av, eller relationer mellan, dessa
storheter skapar tydligtvis olika begreppsbilder, vilka under inldrningsperioder kan vara 1 konflikt

med begreppsdefinitionerna.
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Om viéxelverkan mellan de intuitiva idéerna och formellt resonemang ger olika
begreppsdefinitioner, istéllet for att stirka befintliga, riskerar konflikten att orsaka avbrott 1

inldrningsprocessen eller att man bygger begreppsforstaelsen vidare pé felaktiga grunder.

Tvaan betade av alternativen i bokstavsordning, men stoppade efter C, eftersom det antogs vara
ritt svar. Tvaan upplyser direkt att en areal under en graf d4r samma sak som en integral och
ndmner spontant att alternativ B representerar stricka, vilket verkar skapa problem nér (efter
anmodan) B och D jamfors. Forst utgér Tvaan fran att B representerar tillryggalagd stréicka,

vilket konkluderades tidigt i uppgiften.

Nir sen Tvaan analogiskt forsoker 6verfora resonemanget fran B till D uppstar en konflikt,
eftersom D inte kan representera samma sak. Efter att ha tankt i banor som, att integrera ér den
motsatta operationen till att derivera, sa antas istdllet att D representerar tillryggalagd stracka.
Detta leder till att Tvaan reviderar sin version av vad B representerar. Aven om B inte

representerar ndgonting, sé skapar Tvaan en bild av att B motsvarar hur lang tid det har tagit.

Ett osidkerhetsmoment finns 1 transkriptionen av homofonen ”D”, vilket kan representera
bade “det” och (alternativ) ”D” eftersom ingen diskrepans finns mellan de tva

ljudrepresentationerna:

2: ... men gh OK / vent litt / vent litt / ska vi se her / fart / derivert / kanskje det er D som ma bli
tilbakelagt strekning?

Detta transkriberade och betonade “D” kan tolkas pd minst tva sdtt. Med det ena tolkningssittet,
”det”, blir derivatan till farten tillryggalagd stricka och med det andra tolkningssittet, ”D”,
betyder det alternativ D 1 fraga 3. Det forsttolkade leder till att Tvdan gor ett felantagande, medan

det sisttolkade leder till att Tvdan svarar korrekt pé fragan.

Infinitesimal diskrepans kan med andra ord fa dramatiska konsekvenser for tolkningen av
studentens kontextuella forstaelse av begreppet derivata. Jag véljer hir att tolka att Tvaan visar
prov pé god kontextuell forstaelse av derivatan i frigan. Mjligheten for ldsaren av detta arbete
att bilda sig en egen och didrigenom kanske en annan uppfattning dn tolkningarna ovan
underlittas om hela transkriptionen kan f6ljas parallellt. Eftersom Tvaans svar pa fraga 3 ar bade

kort och koncist inkluderas hela svaret hér:
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2: Vel A her vil jo veere hastigheta til objektet / B // e assa integralet / & de e jo tilbakelagt /
strekning / blir det det? // det skul bli tilbakelagt strekning / hvis du har // ja / det er ikke
ngye / det er i alle fall ikke rett svar / (fniss) // stigningstallet til fart i forhold til tid / grafen ja
Il der har du en / det er rett / for det er jo / stigningstallet er jo den deriverte / & den
deriverte av farta er jo / er akselerasjon / sa det er C som er rett svar

A d& har du inte ens Jdst /| D?

2: Nei (fniss) / som er arealet under fart-tid grafen / ka kunne det veere? // det ma jo vaere // ka
slags begrep skul de veere?

Nu kan du jamféra B och D

2: Ja /l ja ee fant ut at arealet under vei-tid grafen var tilbakelagt strekning // det skulle veere lett &
overfgre den analogt / men // [korfor klare ae ikke?

[eller eller om du tanker // vad far du nar du har

2: Ja/ nér e integrer / integrer den? // aha som e den motsatte operasjon av a derivere //da far eg
Il vent litt / ehmm // av og til s& / s& gar det litt i std / men gh OK / vent litt / vent lit / ska vi
se her / fart / derivert / kanskje det er D som ma bli tilbakelagt strekning? for / kunne jo
selvfglgelig vaere avhengig av fart // B deremot ma bli // kor lang tid det har tatt til sammen
/ kor lang tid du har brukt pa pa det her / e det korrekt?

Det stammer mycket battre / nar du sa om / det du sa om B forst / stammer béttre pa D

2: Ja/ sa B e kor lang tid det har tatt // og D ma bli kor lang strekning som e tilbakelagt pa den
tida

Trean fokuserade direkt pé stigningstalet till tangenten i en graf och visste att “’for 4 finne
akselerasjon sa da tar du jo stigningstallet til tangenten / av farta / fartsgrafen / derfor kan det
ikke vere en vei-tid graf”, vilket i ett forsta ldge gor att Trean utesluter svarsalternativ A. Liksom
Ettan tdnker Trean pé fysik och blir oséker nér alternativ A studeras med utgadngspunkt att vig-tid
grafen ger farten. Okning i fart blir entydigt med acceleration och dirigenom dven med tangenten
till viag-tid grafen. Konflikten &r ett faktum. P4 samma sétt som Ettan associerade dven Trean
mojligen ordet acceleration synonymt med fartokning. Negativ acceleration, alltsa deceleration
kommer inte pé fraga for vare sig Ettan eller Trean. Dessutom har bade Ettan och Trean
gemensamt att de enligt forundersokningen och kontrollfragor ser derivatan enbart som del i en
process. Den instrumentella forstdelsen av derivatan kan hindra kreativt resonemang, exempelvis
genom ovana att inte reflektera 6ver det man gor under processen, eller pa grund av svaga

begreppsbilder.

Det tog Fyran 50 sekunder att g& frdn en sammanblandning av stigningstal och areal via
uteslutning av alternativ till ritt svar. A uteslots eftersom den motsvarar fart, inte acceleration. B
uteslots genom att som Fyran sdger: da gar du feil vei holl @ pa 4 si”, vilket jag tolkar som att
Fyran forstér derivation och integration som motsatta operationsprocesser. Fyran gor, pd samma
satt som Tvaan, intryck av att forstd att arealen under en graf motsvarar integration, samtidigt
som man inte kan komma fram till acceleration fran en vig-tid graf genom integration, utan
genom derivation. Alltsd utesluts B, genom att man “operationsprocessméssigt™ gar fel viag. C
leder till acceleration och D utesluts pé grund av att den motsvarar vig-tid grafen och inte

acceleration.
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I fraga 4 ar grafen y = f'(x) utgangspunkten och har utseende som Figur 4:4, nedan.
5 -
4+

y=r'x
3 L
2 -
l L
1 2 3 4 6 7 8 9 10

14
2+

Figur 4:4 Grafen till den deriverade funktionen, f '(x)

Fragan inleds med en generell information om att funktionen y = f'(x) svarar till forséljningen av

en ny mattebok de forsta dren. Med fet stil betonas det, innan delfragorna att:

PS! Grafen pa figuren er grafen til den deriverte til f, ikke grafen til funksjonen selv.

Delfradgorna var som foljer:
a) Hva viser f ' her?
b) Hvilke/hvilket ar er salget pa topp?
c) Nar oker salget mest?
d) Kan grafen til den deriverte funksjonen stige samtidig som derivaten til funksjonen er
negativ? Hvorfor / hvorfor ikke? Tenk HOYT!

e) Hvordan ser grafen til funksjonen f(x) ut?

4.8.1 Ettans svar

Tidsaxeln till grafen pd Figur 4:4 tolkades forst felaktigt som manader och inte ar. Ettan utgick
felaktigt frén att grafen beskriver funktionen sjélv och inte den deriverade funktionen, trots
pastaendet av att ha fitt med sig den fetstilta korrekta informationen, ovanfor grafen. Ettan utgar
fran en korrekt begreppsbild av derivatan utifrdn den deriverte sa kan du finne / toppunkt og
bunnpunkt altsé ka tid / det e solgt mest & ka tid det e solgt minst // av boka // mener &”, men 1 fel

kontext. Svaren till a), b) och c) blir da fel.
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Forst tolkar Ettan grafen /' (x) till att det dr storst produktion av mattebdcker ar tre, da det ar en
toppunkt pa grafen och att kurvans branthet motsvarar 6kning av silda exemplar av
matematikbdcker. Utifrdn derivatan anser Ettan att man far toppunkt och bottenpunkt, det vill
sdga nér det dr salt mest respektive minst av mattebocker. Da Ettan ska svara pa 4c, nédr 6kningen
pa forséljningen dr som storst, uppstar en konfliktsituation. Nér derivatan dr som storst, dr det
storst 6kning och man séljer flest bocker. Eftersom kurvans branthet inte dr storst i r tre, anser

Ettan forst att det inte hinger ihop med tidigare delfragor.

A nar 6kar salget mest?
1: Salget gke mest // (7 sek) da vil @ si der kurven er brattest / men det henger ikke akkurat
sammen med de spgrsmalene tidligere

Med lite hjdlp fokuserar Ettan pa vad funktionsvirdet betyder 1 grafen och kopplar sen derivatans
vérde direkt till det.

Om det har &r en ett mal pa derivatan / det e ju det / y &r lika med / [derivaten till f

1: [Ja OK!

fav x // sa ar / vad vill det si att // att den ar hogst vid ar tre? / da ar det derivaten som har storst
verdi // vid &r tre // och da // d& kanske salget // 6ker som mest?

1: Jaa! / selvfglgelig

Nar derivaten ar som storst / nu [sag du

1: [Ja/ na er & med pa den!

Vid samma 6gonblick som jag preciserar att 'y ar lika med derivatan till £, verkar det som att

Ettan inser det korrekta svaret till 4c. En beskrivning av situationen foljer direkt darefter:

... du tanker funktionen men har [ar

1: [Jeg tenker funksjon

[det derivatan till funktionen / ja

1: For som regel har vi jo / grafen pa funksjon

Mmm

1: Ja selvfglgelig!

Och darfor ar det i fetstil (hanvisar till och pekar pa det fetstilta "PS!” i uppgiftstexten)
1: OK! (fniss) / na var @ med (fniss)

Niér Ettan vil inser betydelsen av den fetstilta texten, verkar forst inga problem uppsta i 4b:

A d& kan du // prova / vilket r // &r salget pa topp igen

1: Assa hvis den gker mest i ar tre / minker mest i ar syv / sd vil e tru at // (7 sek) vet ikke / ae
tenker automatisk ar fem / [men

[Mhm

1: E det riktig?

Mmm

1: OK (fniss)

Kanske Ettan har svarat korrekt pd frdga 4b, utan att verkligen ha forstitt? Ordet “automatisk™ far
mig automatiskt att tdnka pa en process. Ettan kanske automatiskt utférde en procedur som hor
till analysering av grafer, kurvedrafting? Ettan tinker i sa fall kanske felaktigt pa att nollpunkten
till /' (x) ar mitt mellan dér /' &r mest positiv och mest negativ. Ett annat mgjligt resonemang

som felaktigt ger ritt svar 1 4b, dr att fem ligger mitt mellan tre och sju.
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Vad &r derivatan i ar fem?

1: // Null!

Mmm

1: Da/ har du normalt et toppunkt pa / selve funksjonsgrafen

Mmm / det &ret &r salget /

1: P& [topp

[E pé topp

1: Jal

Flott! A nu s&g du att nar 6kar salget mest? det ar alltsa

1: Vid ar tre

Nar derivatan har storst verdi / istallet for & tanka pa tangenten till funktionen du ser / for
funktionen pa bilden e ju alltsa funktionens derivata

1:Ja

Ettan inser direkt att fraga 4d &r identisk med frdga 1 och ir efter en tyst 10 sekunders paus inne
pa samma felaktiga tanke som vid fraga 1. Kanske anvinde Ettan de 10 sekunderna till att
reflektera dver svaret till fraga 1? Ettan har aterigen en korrekt begreppsbild av derivatan, men i

fel kontext. Ettan tidnker att funktionen inte kan stiga, om derivatan till funktionen ar negativ.

Fragestdllningen 1 4d tolkas som ”Kan grafen til funksjonen stige samtidig som derivaten til
funksjonen er negativ?” istdllet for ”Kan grafen til den deriverte funksjonen stige samtidig som
derivaten til funksjonen er negativ?”. Begreppsbilden av derivatan relaterades till grafen av

funktionen, inte till grafen av derivatan.

Jag styr in Ettan till att fokusera pa nedre delen av grafen, for att s& pa nytt fokusera pé
fragestéllningen.

Stiger den nan annan stans? / [grafen

1: [Ja / den stig jo mellom syv og / ar elleve ogsa

Ja & da ar det i undre delen av / av grafen har / s& den stiger alltsa pa / grafen stiger pa tva
forskjellig steder / dér och ddr som du nyss har sagt

1: E spgrsmalet bare om grafen kan stige nar //

Mmm / ([laser frAga 4d hogt pa nytt)

1: Det kan den jo! // ja

Nar &r derivaten negativ till funktionen?

1: Den er negativ fra ar fem til ar elleve

Jah

1: A den stig mellom &r syv og ar elleve / ergo ja det kan den

A dar ser du / forskjellen mellom & ha bare text /

1:Ja

A en graf & relatera till /

1: Ja (fniss)

Nu fick du svaret pa fraga 1
1: Ja

Med en graf kan fragan konkretiseras pé ett annat sétt dn utan, vilket leder till att man lattare kan
se eller kontrollera sitt svar. Risken finns &nda att man tolkar fragan fel och darigenom

fortfarande relaterar derivatan till felaktig kontext. Uppfattningen av frdgan visade sig vara
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problematisk och inte uppfattningen av derivatan. Om jag endast hade svar pé fraga 1 att tillgé
och inte pa fraga 4d, s hade jag kanske dragit slutsatsen att Ettan befann sig i en kognitiv
konfliktsituation nér det egentligen inte var det. Ettan ville tidigare veta om det felaktiga svaret i

frdga 1 var korrekt, vilket jag d& inte avsldjade:

1: Far e fasit? s @ hgr om de e rett?
Ja vi kommer dit ska du se (fniss)

1. OK

Vi atergér till fraga 1 / Ar den vanskeligt formulert / spgrsmalet eller / det tog lite tid & satta sig in
i/[vad

1: [Ja

vad spgr man mmm

1: Ja/ det gjor e / for det var litt forvirrandes det der den deriverte funksjon & derivate /| men / ze
tolka det nok som den samme tingen

Mmm

1: & derfor tenker ae at nar derivaten til funksjon er negativ der sssynk / (visar med penna i luften
representerandes en negativ tangent som foljer en fiktiv konkav graf) grafen til den
deriverte funksjon / & da kan den ikke stige samtidig //

Mmm men dar ar derivaten till funktionen negativ & har ar det den deriverte funktionen / [det

1: e vet ikke vad som er forskjellen mellom de [to

[precis & sprakbruket ar sa viktigt hur / att man ska / for du svarar ju utefter hur du har forstéatt
den dar / [spgrsmalet

1: [Ja

Fraga le valde jag att hoppa Over i detta lage eftersom intervjun annars skulle bli alltfor 14ng. Jag
prioriterade hér fraga 5 framfor 4e, eftersom fraga 5 inneholl liknande moment som fréga 4e

inklusive lite till.

4.8.2 Tvaans svar

Tvaan tolkar forst /' till att vara stigningen for antal bocker salt per ar. Stigningen till grafen ses
som Okningen eller minskningen av antal bocker salt per ar. Tvdan drar forst samma slutsats som
Ettan, ndmligen att forséljningen &r pa topp 1 ar tre eftersom det &r en topp pé grafen dar. I
samma stund som Tvaan sidger “der” och pekar pa toppen av grafen, vid ar tre, inser Tvdan nér
forsdljningen ér pa topp. Direkt dérefter rattar Tvéaan sig sjdlv med att peka pa &r fem istéllet, d&

grafens y-virde gar fran att vara positiv till negativ.

2:[Ja/nemlig // sa s vikan siati/ja/iartre/ da er salget / pa topp

Sé& nu svarar du pa (4)b ja?

2: Ja

Ar tre ar salget pa topp /

2:Ja

Fordi? der ar en topp pa den / deriverte grafen?

2: Ja/ ja der [pekar pa toppen av grafen] er // vent litt / & sa feil / eeem /i &r fem [pekar pa ar
fem, dar grafens y-varde gar fran att vara positiv till att vara negativ] / s& gar denee /
deriverte fra & veere po / der har vi et nullpunkt for den deriverte / der gar den fra a veere /
ehm positiv til negativ / sa nar den deriverte gar fra a veere positiv til negativ / da har vi / et
toppunkt / for fav x / s& i ar fem / retter @& meg selv da til / e e salget pa topp

Har gér allt sa fort att jag inte vet om gesten kommer fore, efter eller samtidigt som Tvaan forstar

och l6ser problemsituationen korrekt. Resten av fraga 4 dr oproblematisk for Tvéan.
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4.8.3 Treans svar

Trean tolkar tidsaxeln korrekt, medan y-axeln tolkas felaktigt som forsdljningen. I nésta sekvens
skonjer man Treans begreppsbild av derivatan, baserad pa kurvan i Figur 4:4. Forst antogs att
Trean tolkat /' korrekt, att derivatan visar den momentana fordndringen av forséljningen,
eftersom “’den viser vel det at / salget ble / gkte mer og mer og mer og mer /1// ska vi si/
okninga av salget okte mer og mer (pekar och foljer grafen med fingret fram till tidpunkten tre

ar)”. Att forséljningen 6kade “mer og mer og mer og mer” tolkar jag som ett forséljningsforlopp,

likt funktionsuttrycket ¢* med positiva x-virden.

Ett problem uppstar nir Trean séger att forséljningen 6kade mer och mer, samtidigt som fingret
foljer grafen pé figuren, hela vigen fram till tidpunkten tre &r. Trean borde ha stoppat fingrets
rorelse dar kurvans stigning gar over fran en 6kning till en minskning, fére derivatans storsta
positiva viarde. En annan mojlighet ér att Trean bara menade att forséljningen av mattebdcker

okade fram till ar tre, eftersom y-axeln tolkades felaktigt som forsdljningen av mattebocker.

3: ... gkninga av salget gikk opp / & sa / dalte salget // &/ eller // det er vanskelig a forklare det
med ord / men / den viser i hvert fall at / nedgangen gkte // altsa // den ville jo selvfalgelig
ikke solgt et minusantall nar den krysser x-aksen / det er bare det at den / den har bare
gatt / kordan blir det? / veldig fort ned // for den deriverte viser kor mye den sell i en punkt
/I nei / kor mye salget aker i et punkt / s& over langer tid / & rundt det femte aret krysser
den / & sellll / hvor blir det? / nedgangen ehm / nedgangen / gker / helt til den kommer til /
ar syv /I kor / oppgangen blir kraftigere igjen

Vidare resonemang fran Trean indikerar att den forsta felaktiga tolkningen av y-axeln, haller kvar
felaktig fokus. Grafen pé bilden ses felaktigt som grafen till funktionen, inte till den deriverade
funktionen. Detta orsakar en konfliktsituation ndr Trean menar att forsdljningen dalade och
nedgéngen okade till under x-axeln, vilket enligt Treans tolkning borde innebdra en kognitiv
konfliktsituation, ndmligen att det blir sdlt ett minusantal mattebocker. Trean menar att det
sjalvklart inte blir sélt ett minusantal mattebocker efter ar fem och faller tillbaka till en tidigare
begreppsbild, som inte orsakar en kognitiv konflikt. Detta stoder resultat fran Vinners studie

(1991).

Om man tror att man har rétt néir man har fel, kan det vara svirt att forestélla sig den kognitiva
konfliktsituationen, om inte omdjligt. Trean forsoker att forstd grafen i relation till verkligheten,
men lyckas inte riktigt forklara sig pa ett forstaeligt sétt. Det som var en potentiell kognitiv
konflikt, ser inte Trean forrdn det &r tva verklighetsbeskrivningar i konflikt. I hopp om klargoring,

fokuserar jag forst pa ar fyra:
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Vad sager den har grafen? det star i fetstil har att

3: Det star / det det egentlig sier er at / farst // den sier egentlig bare om / salget har minska eller
gatt ned i lgpet av &ran / & den sier jo det at fortsatt s& gker salget // assa / &r en solgte
mer enn ar to

Men ar fyre?

3: Ar fyre solgte mindre enn &r tre

Var det positivt salg eller negativt salg?

3: Det er fortsatt positivt salg / men det er en nedgang i forhold til / salget ar tre

Ja / sa nedgang péa okningen helt enkelt?

3: Ja/ det er en nedgang pa gkningen / det blir mindre / mindre gkning

Trean tror felaktigt att ”Ar fyre solgte mindre enn ar tre”, mojligen eftersom y-virdet dr mindre
da. Till frigan om det &r positiv eller negativ forsidljning, svarar Trean att det fortfarande &r
positiv forsdljning i ar fyra. Trean héller med att det 4r en nedgang i 6kningen fran tidpunkten tre
till tidpunkten fyra, men ser fortfarande inte en konfliktsituation. Om Trean tror att y-vérdet
motsvarar forsiljning, borde det uppsta en kognitiv konfliktsituation nér y-virdet dr negativt.
Genom att uppmana till resonemang om vad som hdnder mellan &r fem och sju, hoppas jag att

Trean ska se att resonemanget leder till tva verklighetsbeskrivningar i konflikt.

Sa i ar fem | efter &r fem / mellan &r fem och ar sju / vad hander dar?

3: Nei det er jo ikke noe mer da at den / assa gkninga er lavere enn den var / fra en til to
for eksempel / s& gkningen gar rett og slett bare ned

Men &r det en 6kning da / pa?

3: Ja det blir jo en nedgang // & ser ikke

En nedgéng da?

3: Ja det er en nedgang pa de aran / den sell mindre i // ja / kordan blir det?

Har dr det inte langre en 6kning av antal salda mattebocker per tidsenhet, utan en nedgang. Trean
héller fast vid synen att det 4r en nedgang i1 6kningen, dven for negativa y-véirden. Nir inte Trean
ser tva verklighetsbeskrivningar i konflikt, gir jag vidare till fraga 4b. Trean resonerar kring

4b: "gkninga er jo null i &r tre / mellom to og tre sker det mest” och kommentaren: ’S& du svarar
pa C nu? / ndr okar salget mest?”, leder till att Trean istillet svarar korrekt pa fraga 4c. I hopp om
att Trean ska se skillnaden mellan grafen pa bilden och funktionen stélls frigan: Nér / ndr ser du
/ att salget 6kar mest om du tdnker pa funktionen da?”. Svaret: "Ja @ ser jo at den egker nér
tangenten er positiv”, visar dter igen att korrekta begreppsbilder finns, men anvinds i fel kontext.
Derivatan verkar relateras till en tangent till en funktion och 6kningen av ett funktionsvarde

verkar genom felaktig relatering eller begreppsforstielse motsvara en positiv tangent.

Jag gér tillbaka till frdga 4b, igen och Trean resonerar sig fram till korrekt svar, men pé fel

grunder:

3: ...det er bare en mindre gkning sa det ma veere ar fem da?

Varfor det?

3: Fordi at den gker / s& gker den jo bare i mindre grad // og nar den krysser x-aksen // s har den
en lavere gkning enn den hadde i utgangspunktet her (pekar pa origo) / her (pekar mellan
ar tre och ar fem) hadde den en viss gkning det vil si s og s& mange bgker solgt / & nar
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den kommer her (pekar pa efter ar sju) sa er gkninga enda mindre enn den var i
utgangspunktet nar boka begynte a bli solgt / s& det méa veere i &r fem / som salget var pa

topp

Pé 4d svarar Trean foljande:

3: Det var det jeg svarte pd i sta (i fraga 1 var svaret nej) / men / (Trean laser fragan igen hogt) //
funksjons derivate er jo negativ / unner der (pekar pa grafen dar y < 0) / det er nar salget
er pa topp / og antall solgte bgker vil vaere pa topp ar fem / den gker jo fortsatt salg (pekar
pa ar sju)

3: ... fra syv og atte er fortsatt derivatet negativt / men stigendes
A da kan du titta pa spgrsmalet igen (laser fraga 4d hogt igen)
3: Ja/ det ma den kunne gjere / utifra det e ser her

Trean svarar korrekt pa 4d med hjélp av grafen och reflekterar 6ver fraga 1: ”E kjente igjen
speorsmalet det gjorde @ // to forskjellige svar”. Tiden blev knapp for Trean, sa jag valde att inte

ta med frga 4e av samma grunder som for Ettan.

4.8.4 Fyrans svar

Ingen av delfrdgorna 4a, 4b eller 4c var problematiska for Fyran. Friga 4d visar att det &r viktigt
hur man formulerar sig. Fyran visade hela tiden vildigt god begreppsforstaelse, men blev onddigt

konfunderad vid flera tillfallen pa grund av fragestéllningen.

(Fyran laser fraga 4d)

4: Nei // for sa lange derivat // nei vent / kan grafen til den derivarte ss // (laser fraga 4d igen
hogt) // det er jo lurespgrsmal deluks da / for // om grafen til den deriverte kan st / stige /
samtidig som derivatet altsd i det punktet er negativ ? // (6 sek) // grafen kan ikke stige sa
lenge den deriverte / funksjonen er negativ / sa lenge den deriverte funksjonen er negativ
eller unner null sa vil jo ikke / grafen stige

Vilken graf?

4: Den som man deriverer // kan grafen til den deriverte funksjonen // funksjonen stige samtidig
som derivata / til funksjonen er negativ /| hmmm // (viskar) grafen til den deriverte //
samtidig som derivatet til funksjon / na blev e usikker her for at det a lurer pa da er om
at hva mener man at / om grafen kan stige sell om den her synker ? eller om at den /
mener de at den er unner her? // for grafen kan vaere stigende / den er stigende sa lange
den deriverte er over null | men den kan synke / men det blir jo samme som at da er
grafen pa sevd det er bare at den synker / mot nullpunktet som sier at den ikke stiger
langer // s at det er et spgrsmal da som det vil / men e velger & si at / sa lenge derivata
av funksjonen er negativ / sa lange den er unner nullpunktet eller unner origo // eller
unner / ja/ sa lange den er negativ / sa vil // grafen / utgangspunktgrafen synke // den vil
ga ned

D& tanker du pa / vilken graf?

4: Da tenker e pd startgrafen

Startgrafen?

4: Startgrafen vil synke s& lenge den her er negativ / det spiller ingen rolle om den er negativ i en
rett linje s& lange den er unner null sa vil grafen synke

Men om det star grafen till den deriverte funktionen / kan den stige?

4: Grafen til // den deriverte funksjonen / ja assa grafen til utgangsfunksjonen det er den som blir
derivert

Det kan verka som att Fyran pa samma sétt som Ettan och Trean inte ser skillnad mellan den

deriverade funktionen och funktionen sjélv, men det 4r hela tiden den primitiva funktionen som
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Fyran talar om, inte den deriverade funktionen. Att frigorna 4d och 1 var identiska till

frdgestéllningen insdg inte Fyran.

Kanner du igen den dar spgrsmalet fran tidigare?
4: Nei

Det var exakt samma som du svarte pa hér/ spgrsmal 1 (visar)
4: Aaah!

Identiskt

4: Ah / sénn sett

A d& var det klinkandes "Nej”

4: Ja selvfglgelig!

Men hér ar det / svaret "Ja”

4:Ja

A det & om man har en graftill hjalp

4: Mmm

Sa ar tanken att man kan se //

4: Forsta det bedre ja

Fyran forstar fraga 1 battre med hjdlp av en graf i tilldgg och héller med om att det ar viktigt hur
man formulerar sig. I detta fall leder formuleringen bade till att studenten kédnner sig lurad och att

fragestillningen inte ger svar pa det som var ténkt.

Sa/ det ar valdigt viktigt hur man formulerar sig

4: Ja

For att du kan tédnka ratt [men

4: Plutselig s& mister man mange poeng pa en eksamen / hgll & pa a si/ fordi at laerern synes
det er gay & formulere artigt

Mmmojligt

4. /e fgler mae lurt!

4.8.5 Reflektioner kring fraga 4

Alla utom Fyran verkade relatera derivatan till stigningen av den avbildade funktionen, oavsett
om funktionen redan var deriverad eller inte. Tvaan insag direkt att det inte stimde och réttade
sig sjdlv. Begreppsbilden, att brantheten pa en kurva dr samma sak som derivatan, ar tydligt
starkt forankrad hos Ettan som inte reflekterar ver att grafen pé bilden inte ar grafen till
funktionen, utan grafen till funktionen sjilv. Kanske associationerna till stigningstal oftare

genererar en uppfattning av positiv riktning dn vad branthet gor?

Ettan relaterar forst inte till derivatans virde, utan till brantheten pa kurvan. Pa liknande sitt ser
Trean felaktigt grafen pé bilden som grafen till den primitiva funktionen. Mgjligen dr det
vanligare att man utgdr ifrén att en graf representerar f (x) &n /' (x)? En annan mojlighet, dr att en
graf som tolkas bildligt, kan leda till kognitiva konflikter (Jargensen, 2006). Reflektioner kring
begreppsbilden av derivatan avsldjar eventuella kognitiva konflikter, trots god begreppsforstaelse,

vilket stoder Jorgensens fynd (ibid.).
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Alla tre, som i frdga 1 svarade felaktigt, hade problem med 4d. Skillnaden mellan fragorna var
bara en graf att tillgd 1 4d. Det blir svarare att visualisera begrepp som mentala bilder ju hogre
matematisk nivd man befinner sig pa (Tall & Vinner, 1981). Det leder till 6kad risk att intuitiva
forklaringar for med sig felaktiga begreppsdefinitioner och darigenom dven felaktiga
begreppsbilder. Om dessa felaktigheter slar rot, kan de bli svéra att bli av med senare (ibid.). Det
saknas dynamisk véxelverkan mellan intuitiva idéer och formellt resonemang, sd lange studenten
inte inser att det dr en kognitiv konflikt. En kognitiv konflikt méste upplevas som verkligheter 1
konflikt. Saknas kontakt med verkligheten, sa kan heller inte verkligheter i konflikt orsaka
kognitiva konflikter (Freudenthal, 1991).

Hur man formulerar fragestéllningen dr givetvis viktigt, sérskilt med tanke pa att det ar latt att
fortsétta anvdnda en begreppsbild felaktigt, om man har missforstatt fragan. Efter att ha 14st
transkriptionstexten, reflekterar Tvdan Gver svarighetsgraden och olikhetsgraden av att
matematiskt forklara nagonting skriftligt och muntligt, vilket kréver precisering av
begreppsforstaelsen.
En erfaring jeg gjorde meg av intervjuet (og da eg leste transkripsjonen), var at til og med enkel
funksjonsdrgfting - som man jo er helt trygg pa under en skriftlig prave - kan bli utfordrende &
forklare med overbevisning i en slik "muntlig" situasjon. Det er lett & begynne & rote med ting som
man kunne tatt 30-60 sek til & tenke gjennom pa en skriftlig eksamen.
Slik tenker jeg at det & forklare noe pa stdende fot, krever en hgy grad av begrepsforstaelse, og at
man er helt stedig pa den. Med andre ord, er dette noe som de sterkeste vil fa til, men kanskje
ikke de middels sterke, selv om sistnevnte ville fatt til oppgaver om samme tema pa en skriftlig

prave. Der kan man sitte med penn og papir og organisere tankene sine pa papiret, trinn for trinn,
og dette gjor det lettere (Tvaan, e-post, 12 maj, 2009)

For att undvika den potentiella kognitiva konflikten som ordet “viser” i frdga 4 kan leda till, hade

man exempelvis kunnat anvénda orden “svarer til” istéllet.

4.9 Fraga 5

I avsnitt 3.5.6 forklaras utformningen och syftet med denna frdga. Tanken &r att resonemang
kring deriveringsprocessen kompletterar begreppsforstielsen kring derivatan, speciellt ndr man
kan visualisera derivatan till en given funktionsgraf efter deriveringsprocessen. Studenterna
upplevde fraga 5 som véldigt givande och kreativ, eftersom mgjlighet gavs att konkret se pa
derivatan och derivation ur en annan synvinkel. Potentialen av denna fraga ir intressant som ett

studium i sig.
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4.10 Resultat

4.10 Resultat

Hur studenter forstar och resonerar kring det matematiska funktionsbegreppet derivata i en
problemldsningssituation och hur gester kan vara betydelsefulla for matematisk

begreppsforstaelse beskrivs som delresultat 1 respektive delresultat 2.

4.10.1 Delresultat 1

En intervjusituation visar exempel pa en harfin skillnad mellan att forsta och att inte forstd under
en matematisk problemldsningsprocess. Ettan ska ta stillning till vad accelerationen till ett
foremal som ror sig ldngs en rit linje svarar till och borjar med att ge en god definition ur minnet
pa att acceleration dr hur mycket farten 6kar eller minskar i 16pet av tid. Dérefter blir Ettan
osdker pa vilket av fyra svarsalternativ som ér det riktiga och &r beredd att ge upp. Nér
intervjuaren papekar vad Ettan borjade med att sdga, sd fokuserar Ettan pé tidigare information,

vilket omedelbart leder till riktigt svar efter kort reflektion.

1: Stigningstallet til en fart-tid graf vil jo si // (6 sek) kor sss / fort den gér p& en bestemd tid // kan
2 fa si pass? ([fniss)

[Ja men du &r inne pa ratt / det du tanker héar / det du sa sa bra har ocksa att / stigningstallet til en
fart-tid graf / séger hur fort / farten / i forhallande till tid 6kar eller minskar / alltsa du har
ju sagt att det e det [som

1: [D& ma det jo veere C som e svaret!

Ytterligare en intervjusituation visar exempel pd denna subtila skillnad mellan att forsté och att
inte forsta, men i detta fall 4r det intervjuaren som tror sig forstd vad informanten Tv8an menar.
Homofonen ”D” kan, i svaret till intervjufraga 3, std for bade “’det” och svarsalternativet ”D”":
“fart / derivert / kanskje det er D som ma bli tilbakelagt strekning?”. Antingen blir betydelsen av
det Tvaan sédger att derivatan till fart &r tillryggalagd stracka, eller sa betyder "D att
svarsalternativ D innebir tillryggalagd stricka. Det senare tolkningsalternativet véljs som
rimligare i situationen, eftersom svaret dven ar korrekt och fortydligas i momentet senare. Tvaan
visar prov pa vil utvecklad begreppsforstielse kring derivatan, eftersom reflektion och

resonemang kring relationer mellan storheter leder till korrekt svar.

Det ar viktigt att relatera begreppsforstaelse till kontexten, exempelvis nir man tolkar resultat till
enskilda TIMSS-fragor. Det kan fa dramatiska konsekvenser om man tolkar ett tillfalligt fel som
ett systematiskt, eller tvirtom. Man kan da felaktigt tro att individer har problem med ett

specifikt matematiskt begrepp, istillet for att se pa alternativa tolkningsvarianter.

75



ANALYS

Alla fyra ldser symbolerna som representerar derivatan i frigorna 2 och 4 korrekt och till synes
utan problem. Det &r tydligt att man kan visa prov pa god begreppsforstielse av derivatan och
anda komma i en kognitiv konfliktsituation vid en problemldsningssituation, speciellt d&
vixelverkan mellan intuitiva idéer och formellt resonemang saknas. Nér man baserar derivatans

betydelse pa alltfor fa begreppsbilder, 6kar risken for kognitiv konflikt, vilket fraga 4 visar.

Ettan och Trean, som enbart visade instrumentell forstaelse, ”ség” heller inte att grafen till den
deriverade funktionen kan stiga samtidigt som derivatan till funktionen ar negativ. I friga 4d
utgick Ettan felaktigt fran att grafen beskriver funktionen sjilv och inte den deriverade
funktionen, trots antagande av att ha fatt med sig den korrekta informationen 1 fetstilt ovanfor

grafen: ”Grafen pd figuren er grafen til den deriverte til f, ikke grafen til funksjonen selv”.

4.10.2 Delresultat 2

Denna studie indikerar att en gest som visar hur derivatan till en funktion ”ser ut” och dndrar sig,
kan vara till hjélp for studentens resonemang under problemldsningssituationen. Det finns ingen
indikation, i denna studie, pa att gester skulle vara lika behjélpliga vid kreativt matematiskt
resonemang kring hur funktionen ser ut, nir man kénner dess derivata. Det kan tyda p4 att
studenter léttare tar till gester i sin forstdelse av derivatan som matematiskt funktionsbegrepp, nér

en grafisk representation av derivatan finns tillgdnglig.

Under intervjusituationerna valde alla fyra forstadrsstudenterna, i tillégg till att f6]ja kurvan med
blicken, att &ven anvénda gester. Det verkar som om gester kontextuellt kan bredda
begreppsbilden till att underlitta for vaxelverkan mellan intuitiva idéer och formellt resonemang,
vilket ger god grogrund for progress 1 matematisk begreppsforstaelse. Denna studie ger stod till
Talls (2001) och visar att det dr naturligt for manga studenter att utveckla en insikt av gradienten
1 fordndring, genom att helt enkelt f6lja kurvan med blicken samtidigt som man reflekterar ver

om riktningskoefficienten pa gradienten blir mer eller mindre positiv eller negativ.
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5 DISKUSSION

Léarandeprocessen som pagar hos forskaren under ett vetenskapligt arbete som detta, ger storre
mojligheter till att inse vad man borde ha gjort effer avslutat arbete an vad man borde gora infor
kommande arbeten. Detta dr helt 1 linje med ett av syftena med detta masterarbete: att reflektera

over larandeprocessen, vilket leder till 6kad forstaelse.

Tanken med att lata informanterna i forundersokningen skriva pé ett blankt A4-ark var att jag
inte ville att linjer eller rutor skulle leda till, eller begrinsa, studenternas associationer nir det
giller till exempelvis grafritning. Mjligen skulle fler informanter &n Tvaan och en till ha ritat en
hjilpgraf, under forundersdkningen, om de fatt rutat eller linjerat A4-ark. Det &r ett resultat i sig
att endast tva av 23 ritade graf nér de, under forundersdkningen, skulle beskriva hur de forstod
derivatan. Tvaan ansag att en graf, som nagot konkret och visuellt, ar till hjdlp nir man ska
forklara ndgonting abstrakt. Det att rita en hjdlpgraf tycks ha en positiv effekt pa
begreppsforstielse kring derivatan. Begreppsméssigt, fragade forundersékningen bara om
derivatan och inte funktion, kontinuitet eller grdnser, vilket kan ha antingen begrinsat
anvindningen av kreativt matematiskt resonemang, eller 6ppnat upp for detsamma. Denna

undersokning ger inte ndgon entydig forklaring till detta.

Gester anvinds 1 ménga intervjusituationer, vilket indikerar att det kan vara fordelaktigt att filma
intervjuerna, speciellt om fokus i undersokningen ska vara pa gesters betydelse i
forstaeclsesammanhang. Om gester kan vara en del av problemldsningsprocessen direktrelaterat
till tainkande, skulle det vara intressant att anvdnda Lithners (2008) analysverktyg for att forsoka
analysera gester som matematiskt resonemang. Forutsatt att en gest kan rdknas som en
resonemangsform, finns det nagonting som kénnetecknar en gest som kreativt resonemang, eller

kan den bara vara imitativ?

Det verkar som att kognitiva konflikter orsakade av bildlig tolkning av en graf, finns hos
forstarsstudenter som ldser matematik, vilket &r 1 linje med Jorgensens (2006) studie pa
gymnasieelever och Viholainens (2006) pa lirarstudenter. Aven om inte en graf var tillgéinglig,
tolkade studenter derivatan bildligt, vilket ledde till konfliktsituationer. Konkretiserande exempel
kan, under inlérningssituationer eller i liromedel, fa motsatt effekt for studenter med som

forsoker ldra sig att forstd abstrakta begrepp.
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Tydligt var att den grafiska framstéllningen gav studenterna en bredare begreppsbild av derivatan,
vilket fungerade som en sprangbrida till en béttre forstaelse av begreppet, pa grund av visuell
kontroll av viixelverkan mellan intuitiva bilder av derivatan och formellt resonemang. Ater igen,

stimmer det vil med Jergensens undersdkning (ibid.).

Rapporter och undersékningar baserade pa resultat fran TIMSS (Grenmo & Onstad, 2009; Vikse,
1999) ger tydliga indikationer pa att god begreppsforstielse ar en god forutsittning for
tillignande av formell matematik och vidare hogre matematiska studier, vilket denna studie
bekriftar. Instrumentell begreppsforstéelse, kan leda till att studenter med hjélp av imitativt
resonemang kan fa godként pa examen, utan att forstd matematiken bakom. Detta trots att hogre

studier stravar efter battre forstaelse. En av informanterna bekriftar detta:

kalkulus for meg ble i veldig stor grad et puggefag, hvor jeg matte pugge forskjellige
utregningsmetoder istedenfor & faktisk forsta hva jeg gjorde. Det er vel derfor naturlig at jeg gjorde
det sdpass mye bedre pa konten da jeg hadde 2 maneder ekstra med puggetid (e-post, 24 maj,
2009)

Informanterna i detta arbete visade inte prov pa att de utvecklade god begreppsforstielse av
derivatan genom att uttrycka den i egna ord, i motséttning till eleverna i Kalves (2002) studie.
Kanske kan det forklaras med att studenterna inte baserade begreppsforstaelsen pa eget arbete,
vilket eleverna gjorde. I en inldrningssituation kan det vara fordelaktigt att skala bort

distraktionsmoment, som senare kan lyftas fram om de visas nédvindiga for begreppsforstaelsen.

Som exempel pa detta ar fraga 5, dér studenterna fick utféra derivationsprocessen pa ett annat
sdtt an de var van, vilket, efter reflektion, breddade respektive students matematiska kompetens.
Dessutom kan man enkelt se kopplingen till deriveringsproceduren av polynom, som efter
derivering ger ett nytt, en grad ldgre, polynom. Vid ett senare tillfdlle kan man lyfta fram och
precisera denna branthet och dirigenom belysa hur viktig en precision av derivatan &r, i och for
sarskilda situationer. Mjligheter att visualisera gransvardesbegrepp dr goda, exempelvis i form
av talet e. Nir man pa detta sitt deriverar exponentialfunktioner med baser som gir mot talet e,

blir de nya, deriverade graferna mer och mer lik exponentialfunktionsgrafen sjélv.
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6 UPPSUMMERING

Begreppet derivatan ér ett av de viktigaste begreppen inom kalkulus och kan ses som ett objekt
for sig eller som del av en process. Tvé av de fyra forstadrsstudenterna, som var
intervjuinformanter i denna studie, tolkade under férundersdkningen derivatan enbart som del av
en deriveringsprocess. De tvd, som enbart visade instrumentell forstaelse, hade svarigheter i
problemldsningssituationer med att konkretisera och hamnade léttare 1 kognitiva konflikter dn de
andra tva. Nagon konfliktsituation uppstod genom sammanblandning av foérhallanden mellan

storheter. Mojligen baseras dé derivatans betydelse pa alltfor fi eller alltfor svaga begreppsbilder.

Fraga 3 1 denna undersokning blottade kognitiva konflikter som mgjligen berodde pa a) att
begreppsbildningsprocessen avslutades for tidigt under uppbyggnaden av begreppsforstéelsen,
eller b) att begreppsforstaelsen ar byggd vidare pa felaktiga grunder, vilket sammanfaller med
Stards (1991) studier. En bildlig tolkning av en graf, kan mojligen forklara en kognitiv konflikt
som visades hos tre av de fyra studenterna. Om inte annat visar konflikten, frammanad av fraga 1

tillsammans med frdga 4, att vanans makt &r stor.

Nar studenter, under en inldrningsprocess eller problemldsningssituation, forsoker att forsta ett
begrepp i en specifik kontext, kan missforstaelser vara ett naturligt resultat ddrav (Bezuidenhout,
1998), vilket denna undersokning stoder. Aven de, som under intervjun visar prov pa god
begreppsforstaelse av derivatan, kan rdka i kognitiva konflikter. Oklar frageformulering och en
ovan situation 1 att tdnka hogt, kan vara tva forklaringar till dessa konfliktsituationer.
Intervjusituationerna, som process, visade sig att ha en positiv effekt pa studenterna och breddade

deras begreppsbild av derivatan efter reflektion.

Sétter man begreppsforstielse i ett examensperspektiv, dr det inte trivialt att reflektera dver syftet
med studiena. Sett ur studentens synvinkel, kan det vara enklare att forsoka klara en examen
genom imitativa procedurer dn att forsoka forstd kursens innehall. Samtidigt dr det nog enklare

att fa godként pa en examen, om syftet med examensforberedelserna ér att forsta kursens innehéll,
vilket kan kréva kreativt matematiskt resonemang. Det kan ta lang tid for en kalkulusstudent att
utveckla en tillfredsstillande forstaelse av begreppet derivatan (Bezuidenhout, Human & Olivier,
1998), vilket indikerar att det finns utrymme for effektivisering eller alternativa metoder under
begreppsinldrningsprocessen. Forslagsvis, kan kalkulusundervisningen for forstadrsstudenter pa
universitet kompletteras med relevanta begreppsforstaeclsemoment fore kursstart sdvil som

parallellt med kursen.
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Begreppskartor kan vara behjilpliga for att effektivisera och strukturera begreppsbilder, som
under inldrningsprocesser ar 1 fordndring. Begreppsforstdelsen och anviandningsomraden till de
aktuella begreppen kan breddas, genom bruk av begreppskartor. Vid skapande av begreppskartor
bor man ta i beaktning att det &r en process som &r krdvande bade i tid och i tankearbete, oavsett
om personen 1 friga dr van eller inte. Man kanske inte ser nyttan av en begreppskarta, forran

mojligtvis efter att man har producerat en och reflekterat 6ver den.

Det skulle vara intressant att studera utvecklingen av begreppsforstéelsen (av begrepp med
central betydelse 1 kursen) hos studenter som inte har klarat examen, for att
a) undersoka eventuella samband mellan examensresultat och begreppsforstaelse

b) anvinda intervjusituationen som inldrningstillfille for studenten.

En studie om gesters betydelse for matematisk begreppsforstaelse skulle vara intressant ur minst
tva synvinklar. For det forsta, dr det ett nytt forskningsfalt och alltsa forskat lite pa det och for det
andra finns en stor potential i gester, om de kan bidra till bittre begreppsforstéelse eller kreativt
matematiskt resonemang. Det senare kan belysas med en intervjusituation, dir gesterna
kontextuellt breddar begreppsbilden till derivatan med exempelvis en kinsla av
riktningsforandring. Detta sker speciellt under problemldsningsprocessen, néir begreppsbilden
paverkas av den dynamiska vixelverkan mellan intuitiva idéer och formellt resonemang hos
forstadrsstudenterna, helt i linje med Petterssons konklusioner (2008). Som ndamnt i diskussionen,
vore en mojlighet att analysera gester, 1 olika matematiska sammanhang, som matematiskt

resonemang med hjdlp av Lithners (2008) analysverktyg.
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1 Informasjonsskriv og samtykkeerklaring
Foresparsel om & delta i undersgkelse og intervju i forbindelse med en masteroppgave.

Jeg er masterstudent i matematikk ved Universitetet i Tromse og holder nd pd med den avsluttende
masteroppgaven. Temaet for oppgaven er matematisk begrepsforstielse. Jeg er interessert i1 & finne
ut om det er forskjeller og likheter mellom begrepsforstaelsen og anvendelsen av begrepet.

For a finne ut av dette, onsker jeg etter denne skriftlige undersokelse & ta kontakt med aktuelle
informanter for & intervjue en og en av til sammen maksimalt 10 studenter som har blitt undervist i
universitetsmatematikk og er over alderen 18 ar.

Spersmélene i undersgkelsen og i intervjuet vil dreie seg om det matematiske begrepet i ulike
matematiske situasjoner.

Undersokelsen besvares skriftlig og tar omtrent 15 minutter. Jeg trenger navn og telefonnummer
eller e-postadresse ettersom jeg behaver tilgang til besvarelser 1 undersgkelsen der jeg kan spore
tilbake til hvem den enkelte besvarelse tilherer for 8 sammen med personen kunne bli enige om tid
og sted for intervjuet. Intervjuet tar omtrent en halv time og jeg vil bruke lydopptaker og ta notater
mens vi snakker sammen.

Opplysningene vil bli behandlet konfidensielt, og ingen enkeltpersoner vil kunne kjenne seg
igjen i den ferdige oppgaven. Opplysningene anonymiseres og opptakene slettes nar oppgaven er
ferdig, innen utgangen av 2009. Det er frivillig d veere med og du har mulighet til d trekke deg
nar som helst underveis, uten d mdtte begrunne dette ncermere. Dersom du trekker deg vil alle
innsamlede data om deg destrueres.

Dersom du kan vere med pa denne skriftlige undersekelse og eventuelt etterfolgende intervjue,
er det fint om du skriver under pa den vedlagte samtykkeerkleringen og gir den eller sender den
til meg.

Hvis det er noe du lurer pa kan du ringe meg pé 41671628, eller sende en e-post til
ig2@hotmail.com Du kan ogsé kontakte mine veiledere:

Anne Birgitte Fyhn ved Institutt for pedagogikk og lererutdanning pa telefonnummer
776 46120 eller e-post anne.fyhn@sv.uit.no

Ragnar Soleng ved Institutt for matematikk og statistikk pé telefonnummer

776 44014 eller e-post ragnar.soleng@matnat.uit.no

Studien er meldt til Personvernombudet for forskning, Norsk samfunnsvitenskapelig datatjeneste
A/S.

Med vennlig hilsen
Jonas Oskarsson
Bardehvalveien 10

9100 KVALOYSLETTA

Samtykkeerklering:
Jeg har mottatt informasjon om studien av matematisk begrepsforstielse og ensker a svare
skriftlig pd undersokelsen og eventuelt 4 stille pd etterfolgende intervju.
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2 Kategorisering av derivata som process och eller objekt

G U P z
KAT— (kat/
STUD|| A | B D | E H | J M| N/O|P|Q]|R T V| W|[X|Y]|Z]|A]stud)
1 111 111 1 1 1 7
2 1 1)1 1 1]11]1 1 7
3 1)1 1)1 1 1 1]11]1 1 8
4 111 111 1 1 1]11]1]1 1 9
5 1 1 1 1 3
6 1 1 1 1 3
7 1 1
8 1)1 1 1 1 1 1 5
9 1)1 1)1 1 1 1]11]1 7
10 1 1 1 1 1 1 5
1 111 111 111 1 1]11]1]1 10
12 1 111 1 1]11]1 1 7
13 111 111 1 1]11]1 1 1 10
14 1)1 1)1 1 1|1]1]1 1 9
15 1 1)1 1)1 1 1)1 1 1 12
Totalt
Grl:l5| 8 | 14 13 ] 10 8 3|3 294|564 2 3|82 |6|3]|4
G U P b3
KAT— (kat/
STUD, | A | B D | E H | J MIN|/O|P|Q|R T V| W[X|Y|Z]|A]stud)
16 1 1 1 1|1 6
17 1)1 1)1 1|1]1]1]1 1 9
18 111 111 1 1 1 5
19 1 111 111 1 111 7
20 1)1 111 1]11]1 1 1 111 1 10
Totalt
Gr2:5 | 5| 3 4 | 3 2121 242220 1 4 | 3 |1 201
G U P b3
KAT— (kat/
STUD|| A | B D | E H | J M| N/O|P|Q|R T VI W[ X|Y]|Z]|A]stud)
21 1 1 1 4
22 1 1 111 1 1 1|1 7
23 1)1 1)1 1 1 1 1 1 1 8
Totalt
Gr3:3 | 2 | 2 2 |1 3|1 1 0|2 0|01 0 0 2 |1 2121 0
Totalt
23 15[ 19 19 | 14 13|/ 6 | 5 4 |15/ 6 | 7 |19 | 4 3 9 (12| 5[10] 4 | 5
% 65 | 83 83 | 61 57 | 26 | 22 17 1 65| 26 | 30 | 39 | 17 13 39 |52 (22|43 |17 | 22
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Kolumn A till C innebér en tolkning fran min sida om studenten ser/beskriver
“derivatan” som: A process, B objekt eller C med hjélp av graf.

PROCESS Kolumn D till A motsvarar svarskategorier D till A nedan.

OBIJEKT Student 1 - 23 har ett ord/begrepp (=svarskategori) med i sitt svar till fragan:
GRAF ”Hva forstdr du med DERIVATEN?”

FUNKSJON Forekomsten av ordet representeras det med siffran 17 1 tabellen ovanfor.
PUNKT

DEFINISJONSMENGD

INTERVALL

STIGNINGSTALL (STIGNINGSRATE: 10, STIGNINGSPUNKT: 13)

TANGENT(EN)

FUNKSJONSVERDI, VERDIEN (ARGUMENT: 12, VARIABLER: 23)
MALE

MAL

ENDRING

VEKST, AVT., STIGER, FORT, (HASTIGHET, FART)
GRENSEVERDI(ER), LIM, 1/c0, MOMENTAN
DEFINISJON

symboler

POLYNOM, GRAD

DERIVERBAR

KONTINUERLIG

MONOTOMINE EGENSKAPER

f’(x) (Andrederivaten, andrederiverte)
EKSTREMALPUNKT(ER), MAKS/MIN, TOPP/BUNN
KONVEKS/KONKAV (KRUMNING: 22, 23)
GRAF(ISK)
.DROFTING.. (A ANALYSERE GRAFER: 23)
INTEGRAL, INTEGRASJON, ANTIDERIVERTE
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3 Intervjumall

HUSK A TENKE H@YT!!!

Forst noen innledende spersmal:
Er derivate samme sak som & derivere?
Hvorfor er det bra & kunne derivere?
-Kan du finne en annen situasjon hvor man deriverer eller bruker derivaten?
Vet du nér man IKKE kan bruke derivate eller derivasjon?
Er det forskjell pa:
derivaten er null i et punkt og
null derivatet i et punkt.

I sa fall hva?

Da gar vi videre til visualisering av grafer.
1.
Kan grafen til den deriverte funksjonen stige samtidig som derivaten til funksjonen er negativ?

Hvorfor / hvorfor ikke? Tenk HOYT!

2.
K05
Les og tenk HAYT!

Hvilken av grafene nedenfor har folgende egenskaper:
f'(0)>0,f"(1)<0o0gf" (x)er negativ for alle x?

A, v
\LJ > X |_\ fl
D.

B.

[
i

o T
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3.
K03
Akselerasjonen til et legeme som beveger seg langs en rett linje, svarer til
A. stigningstallet til vei-tid grafen
B. arealet under vei-tid grafen
C. stigningstallet til fart-tid grafen
D. arealet under fart-tid grafen
Tenk HOYT!

4,

Grafen y = f' (x) er vist pa figuren. Anta at funksjonen y = f(x) viser salget av en ny mattebok de
forste arene. PS! Grafen pa figuren er grafen til den deriverte til f, ikke grafen til
funksjonen selv.

Begrunn svarene dine. Tenk HOYT!

a) Hva viser f ' her?

b) Hvilke/hvilket ar er salget pa topp?

c¢) Nar gker salget mest?

d) Kan grafen til den deriverte funksjonen stige samtidig som derivaten til funksjonen er negativ?
Hvorfor / hvorfor ikke? Tenk HOYT!

e) Hvordan ser grafen til funksjonen f'(x) ut?

” 4
7

1 2 3 4 6 7 8 9 10w
1 \ /)
4 N L
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5.
Grafen til en funksjon f{x) er gitt i a).
Les og tenk HAYT og i b) tegn grafen til den deriverte av funksjonen f{x) som er gitt i a).

a)

e B A R DR R R e R R B B R

K ; : ; :

3 ) -1 0 1 2

b)

e g T e
i f »
X

1 1 I 1 1

3 2 1 0 1 2
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Syns du det med bratthet virker som en grei méte a tenke derivasjon pd? Hvorfor?
Les og tenk HOYT!

El.

Grafen til y = (x*-1)/(x-1) er gitt ved

af

yd

-2 -1 1 2

a) Kan man se i grafen at funksjonen ikke er definert for x = 1?
b) Kan man se at funksjonen ikke er kontinuerlig da x = 1?

c¢) Hva er derivaten i (0,1)?

d) Kan man se det?

E2.

LES HOYT:

En fabrikk slipper ut 3 kg gift pr. degn i et tjern som inneholder 2-10° liter vann. Giften blander
seg raskt utover i vannet. Via en elv strammer det 10’ liter rent vann inn i tjernet pr. degn, og via
en annen elv renner det dessuten 10 liter vann (jevnt blandet med gift) uz av tjernet pr. dogn.
Anta at fabrikken starter sine utslipp ved ¢ = 0, og at vannet i tjernet da er rent.

Kan man med hjelp av derivasjon finne ut hvor mye gift det finnes i tjernet som funksjon av
tiden ¢, der ¢ angis i degn? Hvorfor / hvorfor ikke? TENK HOYT!
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4 Transkriptioner av fragorna 1 - 4

Ettan

(6.30)

FRAGA 1

A // d4 vill jag att du tinker hogt pa den dir / forsta spersmélet (pekar pa 1) det ér nigra /4 /5
sporsmal som vi har totalt dir / forsta ar / kan grafen till den deriverte funktionen / stige
samtidigt som derivaten til funksjonen er negativ?

(paus 5 sek)

1: Assa at derivata av funksjon e negativ / mener du at // ka som menes med det? at de eee // assa
ndr du deriverer funksjon sa far du et negativt uttrykk?

Ja eller 6h derivaten til funksjonen er negativ / assa det du har varit inne pé tidigare a prata om /
att de e toppunkt eller bunnpunkt nér det er null derivata

1: Mmm

Da ir den ju inte / d& dr inte derivaten negativ eller positiv / dé dr den ju noll

1: Ahja sén! sett

// 'Sa / kan grafen till den deriverte funktionen stige samtidigt som derivatan till funktionen ér
negativ?

//'1: S& derivata av funksjon / nar den er negativ / sd tenk @ pa at den / synk // & hviss den synk
nar / derivata er negativt, s kan jo ikke grafen stige / det gar jo ikke ant / hviss @ har
riktig at ndr derivata av funksjon er [negativ

[Mmm

1: da synk grafen

Grafen til / den deriverte funksjonen?

1:Ja

Mmm // Ja men da har du gett ett bra svar pa den

1: Fér @ fasit? s& @ her om de e rett?

Ja vi kommer dit ska du se (fniss)

1: OK

Vi tergér till friga 1 / Ar den vanskeligt formulert / spersmalet eller / det tog lite tid 4 sitta sig in
i/ [vad

1:[Ja

vad sper man mmm

1: Ja/ det gjor @ / for det var litt forvirrandes det der den deriverte funksjon & derivate / men / &
tolka det nok som den samme tingen

Mmm

1: & derfor tenker @ at nar derivaten til funksjon er negativ der sssynk / (visar med penna i luften
representerandes en negativ tangent som foljer en fiktiv konkav graf) grafen til den
deriverte funksjon / & da kan den ikke stige samtidig //

Mmm men dér dr derivaten till funktionen negativ a hér ar det den deriverte funktionen / [det

1: @ vet ikke vad som er forskjellen mellom de [to

[precis a sprakbruket ar sé& viktigt hur / att man ska / for du svarar ju utefter hur du har forstatt
den dér / [spersmaélet

1:[Ja

(9.00)

FRAGA 2

(laser fragan hogt och pépekar efter fyra sekunder att det bara &r en graf som &r ritt)

1: Den deriverte funksjon / nar du sett inn nu// 1 den deriverte funksjon s far du et svar som er /

95



BILAGOR

storre enn null / & nar du sett inn en sa far du et svar som er mindre enn null / det mé ju
bety at / du har et / toppunkt / nei det kan du ikke ha // du ma ha et vendepunkt eller et
nullpunkt i/ pé en / trur & / assa / at f dobbeltderivert av x er negativ for alle x / det vil si
// hmm // utifra di to ferste der sa tenkte & automatisk C men & vet ikke om det stemmer
for den der at dobbelderiverte av x er negativ for alle x //

Men om vi gér tillbaks till det forsta dér du borjade svara pé att / du sag att det var en toppunkt /
tankte du / men du har svart det férut nér det dr en topp eller bunnpunkt sé er derivaten
lik...

1: Lik null // Nei det ma vaere // nei for at / den e posssitiv & den e negativ (pekar pé den forsta
respektive den andra av de tre pastaendena i frdga 2) / sa betyr det at det gar over fra &
vere // assa det e et vendepunkt der

Var da?

1: 1/ ja gott spersmél (fniss) // det m4 ju veere mellom null og en! / ja selviolgelig! / & at £
dobbelderivert av x er negativ for alle x det betyr at // det betyr at den e / konkav
trur & / a dé ville & sagt / A (pekar pa A)

Finns det nd andra alternativ?

1: Jadet er jo at / den der / at & husker feil at nar den er / negativ for alle x sa e den konveks & da
ma det jo bli B/ e no de & tenker menng

A det #r nanting du husker att andraderivatan kopplar du till

1: Konveks og konkav ja //

A det framgick av det du skrev (pekar pa svar i forundersdkningen) att du inte husker
nanting av den dobbelderiverte men det gér du ju nu!

1: (fniss) ja

S& ditt svar &r / att du ser

1: EvilsiA//

Men om du / om du / [kan du

l: [Ja

ta nd mer information fran / den (pekar pa forsta pastdendet av de tre) / borjan / for & utesluta A
eller B? // om det stdr mellan dem

1: S& @ ska liksom bestemme om det er A eller B pa grunn av den? Nei / utifra den & den?

Ja som jag har uppfattat det sd har du sagt pa grund av den ddr (pekar pa tredje pastadendet) / at
den dr negativ for alla x sa dr den antingen konkav eller konvex // sa antingen den eller
den (pekar pa alternativ A respektive B) / da &r det bara dom (tvd) som ir alternativen

1: Jo men du kan tenke det sdnn at der (pekar pa grafen till alternativ A 1 x = 0) er den / ff / nér
den er null sd er den sst // jaa nar du sett inn null i den deriverte funksjon sa far du et tall
som er sterre enn null & da stig / den (pekar fortfarande pd x =01 grafen i A samtidigt
som andra handen gor en stigande rorelse)

Mmm

1: A mens der / (pekar pa x = 1 i grafen i A) e den negativ 4 d synk den / & der stig den jo 4 der
synk den (pekar forst pd x =0 och sen pd x = 1)

Mmm

1: Ergo / A er svaret

Yes / det var ritt svar

1: Aa (fniss)

(13.15)

FRAGA 3

(laser fragan hogt)

1: Her tenker @ fysikk (fniss)

Ja

1: Men na skal vi se // akselerasjon e jo / definisjon pé akselerasjon e jo / kor mye // fffarta oker
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eller synk 1 lopet av tida / s de mi jo vere // hmm / to vei-tid grafer og en fart-tid graf //
det mad jo vaere en // (5 sek) akselerasjon er meter per sekund i andra altsa // vil e si
vei-tid / 4 // Aah! (frustrerat) / det her ville & ha husket ([fniss)

[Mmm

/I 1: (1aser viskandes stigningstallet) ville jo tru det gar / pa sst / nei vent na // vei-tid // du skulle
ha tegnet opp de her grafene for ma! (fniss) / sa ville det ha vert mye lettere

Mmm // det &r sant / det ger ofta en hjdlp & ha den visuella bilden

1: Ja// (7 sek) [for

[Nu ma du skapa den sjdlv ([fniss)

1: [Ja & jobber med saken / @ bara slit med a tenke heyt nir & gjer det / men akselerasjon / mé
jo vaere // akselerasjon stiger jo / det e jo klart / men // nar akselerasjon stig [s&

[Varfor sdger du att den stiger?

//1: Det vet jeg ikke (fniss)

Du antar det alltsa

1: Den treng jo ikke & stige / det e nok sant / men / ja enten sa stiger den eller sa synk den / men
det har egentlig ingenting 4 si / det har bare med retningss / korsen du velger retninga // &
tenker sikkert litt for mye fysikk inn i det her nd / menngh

Kan du ldsa / spersmaélet igen? accelerationen

1: till et legeme som beveger seg langs en rett linje / svarer til sst/ ja // (8 sek) det vil jo si at //
(7 sek)

Du borjade med & séga det att accelerationen ér ... Det sa du / det kunde du utan sen blev du
forvirrad nir det stod pé s& manga olika maten kanske

1:Ja

Du sa det / du du hade definitionen klar / vad 4r acceleration?

1: Meter per sekund 1 andre / altsa kor fort den gar pd // langs tida / men det har jo /
akselerasjon ¢ jo en fartsekning eller en fartsreduksjon // (8 sek)

Men dér sa du just att det e / d&ndring pa farten / fartsokning eller farts /

1: reduksjon ja // ja med det sa skulle man jo tru at det va stigningstallet til fart-tid grafen //
menne n& & e ikke helt overbevisst over den

Varfor inte det?

1: Jeg vet ikke // fordi at du kan jo du har jo en formel som sier at / strekkning er lik // fart ganger
tid

Mmm

1: A dermed kan du jo bruke en vei-tid graf dssd / menneh / ikke p4 samme méte som en
fart-tid graf / vel & merke //

Mmm // (7 sek)

1: Stigningstallet til en fart-tid graf vil jo si// (6 sek) kor sss / fort den gar pd en bestemd
tid // kan @ fa si pass? ([fniss)

[Ja men du dr inne pa rétt / det du ténker hdr / det du sa sa bra hér ocksa att / stigningstallet til en
fart-tid graf / sdger hur fort / farten / 1 férhallande till tid 6kar eller minskar / alltsa du har
ju sagt att det e det [som

1: [D& ma det jo vaere C som e svaret!

Mmm / det &r det

1: (fniss) man bruker litt tid pa det

Det svaraste dr 4 argumentera / sig sjdlv / alltsa for sig sjélv att det dr / att Overtala sig sjilv vad
som dr [riktigt

1: [Jaa (fniss)

Det ér bra / du var inne pd det pa en gdng / det dr bara att man kan bli forvirrad nér det ar
sd méanga som &r lik ocksa / sa tdnker man i andra banor

1: Ja
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(18.18)

FRAGA 4

(Ettan laser fraga 4 till och med 4a hogt forutom den fetstilta informationen efter ”PS!” och sédger

uttryckligen att han eller hon redan har fatt med sig den dér ”PS!”)

1: Det viser jo // det viser jo ka tid du har // ka e de tallene her (pekar pa x-axelns virden)
er det maneder forresten?

De forste arene (pekar pé fragetexten)

1: Ja da er det mineder / det viser jo [at

[Arene / assa det ér vl / flera &r

1: Aja de forsta dran / ja ok / men det er jo at trr i ar #re e det jo storst produksjon av matteboka &
1 ar syv e det / hmm / produksjon lavest // 44 / ja &ssa stig den fra ar null til ar tre dssa
synk den fra tre til syv dssd begynn den 4 stige igjen // det er sdnn @ tolker den

Men nér du igen ser att / fick med dig det dér att det dr grafen av den deriverte / sa det ar
inte funktionen sjélv / det du tdnkte pa var sékert funktionen // du beskrev i alla fall //

1: Ja/ hvis du har en funksjon sé //

O6hm / funktionen y av fav x / det &r funktionen / [den visar

I: [Mmm

salget av en ny mattebok de fOrsta drena /

1:Ja

A den deriverte ir den som ir pa bilden /

1: Ja a utifrén den deriverte sé kan du finne / toppunkt og bunnpunkt altsa ka tid / det e solgt mest
a ka tid det e solgt minst // av boka // mener @ (fniss)

Mmm / men du sa ocksa // du sa att det var hogst dér vid / (hdnvisar till grafen)

1: Vid ar tre

Ar tre / och ligst vid 4r sju

1: Jaa

D4 sélde de alltsd // ja vi ska se / #r salget pa topp d&? Ar tre som du sa? / det var det du sa dé /
[eller?

1: [Ja / det mener &

A nir dkar salget mest?

1: Salget oke mest // (7 sek) da vil @ si der kurven er brattest / men det henger ikke akkurat
sammen med de spersmalene tidligere

Om det hir dr en ett mal pa derivatan / det e ju det / y dr lika med / [derivaten till f

1: [Ja OK!

fav x // sd dr / vad vill det si att // att den dr hogst vid r tre? / da &r det derivaten som har storst
verdi // vid ar tre // och dé // da kanske salget // 6ker som mest?

1: Jaa! / selvfolgelig

Nar derivaten dr som storst / nu [sag du

1: [Ja/né er & med pé den!

Ja!

1: Ja

Det ar sé latt & se / du tdnker funktionen men har [ar

1: [Jeg tenker funksjon

[det derivatan till funktionen / ja

1: For som regel har vi jo / grafen pé funksjon

Mmm

1: Ja selvfolgelig!

Och dirfor ar det 1 fetstil (hdnvisar till och pekar pa det fetstilta ”PS!” 1 uppgiftstexten)

1: OK! (fniss) / nd var & med (fniss)

A dé kan du // prova / vilket ar // ir salget pé topp igen
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1: Assa hvis den gker mest 1 ar tre / minker mest 1 ar syv / sd vil & tru at // (7 sek) vet ikke / &
tenker automatisk ar fem / [men

[Mhm

1: E det riktig?

Mmm

1: OK (fniss)

Vad ar derivatan 1 ar fem?

1: // Null!

Mmm

1: Da / har du normalt et toppunkt pa / selve funksjonsgrafen

Mmm / det dret ar salget /

1: Pa [topp

[E pa topp

1: Ja!

Flott! A nu sig du att nir dkar salget mest? det ér alltsd

1: Vid ar tre

Nar derivatan har storst verdi / istillet for a tdnka pa tangenten till funktionen du ser / f6r
funktionen pé bilden e ju alltsa funktionens derivata

1:Ja

Sé det kan vara forvirrandes

1: Ja det var forvirrandes (fniss)

Ja precis / mennd / om du ser pa D nu / kan grafen til den deriverte / ja lds hogt gérna

1: (laser fraga 4d hogt) / det er samme sporsmal som 1 sta ja / hvis grafen til den deriverte
funksjon stig // s betyr det at / mhmhm // (9 sek)

Ténk hogt!

1: (fniss) / ja // ja det ma jo vaere her pa grafen en plass det e né greit nok / men [samtidig

[A nu pekar du pa den 6vre delen pa grafen

1: Ja

A den [siger att

1: [der den stig // fordi det er jo der den grafen til den deriverte funksjon stig / men samtidig som/

Stiger den nén annan stans? / [grafen

1: [Ja/ den stig jo mellom syv og / &r elleve ogsa

Ja 4 da ér det 1 undre delen av / av grafen hér / sd den stiger alltsd pa / grafen stiger pa tva
forskjellig steder / ddr och ddr som du nyss har sagt

1: E spersmalet bare om grafen kan stige nér //

Mmm / ([laser fraga 4d hogt pa nytt)

1: Det kan den jo! // ja

Nar ar derivaten negativ till funktionen?

1: Den er negativ fra ar fem til &r elleve

Jah

1: A den stig mellom ar syv og &r elleve / ergo ja det kan den

A dir ser du / forskjellen mellom 4 ha bare text /

1:Ja

A en graf 4 relatera till /

1: Ja (fniss)

Nu fick du svaret pd fraga 1

1:Ja

(25.10)

99



BILAGOR

Tvaan

(15.30)

FRAGA 1

2: Ja // det ska vel kunne ga ann / for den / ska vi se her / grafen til / den vil stig // ja / det gar ann

Varfor da?

2: For / det er den andrederiverte som si nokko omm / assé / som si nokko omm kor fort / eller si
nokko omm endringa i stigninga / ikke sant / sd hvis // hvis den grafen til den deriverte
funksjon stig / det vil veere umulig dersom den andrederiverte er negativ // men det kan
godt veere slik sann som her

Veldig bra

2: at den deriverte kan godt stig se// omm // fordi det kan godt hvis du tenker deg en et sént
kordinatsystem / si kan det godt hende at du nettopp har hadd en / den deriverte har vart /
har vart / har nd negativ funksjonsverdi men sen pa vei opp / det vil jo ta litt tid for den
kommer over x-aksen igjen / ikke sant / (ritar med fingret pa bordet grafen till den
deriverade funktionen)

(17.00)

FRAGA 2

(Tvaan laser fragan hogt) // (10 sek)

2: Laoss se pd A /Ja/den vil ha f derivert av null sterre enn null / fordi den kurven stig / s& den
er grei / den vil / det vil ikke vaere sant for B for den grafen der synk / den her (pekar pa
alternativ C) ser ut som at f derivert av null er /ik null // pa D har vi f derivert av null
mindre enn null og for E vil f derivert av null vaere storre enn null / det forste der vil vaere
sant for 4 og £

Riktig

2: f derivert av en mindre enn null er andre spersmélet aa OK // det vil vare sant for 4 // det er
ikke sant for B / det er sant for C/ det er sant for D / og det er sant for £ // OK // f
andrederivert av x negativ for alle x / det vil si at den m4 / grafen ma synk hele tida / det
er / ikke sant for noen av funksjonan bortsett fra D / det er kun D / kor at / at den
andrederiverte av x er negativ for alle x / hvis @ ser rett her //

Den andrederiverte?

2: Ja // aa vent litt / kanske @ sa / OK sa @ feil der? Ja selvfolgelig ja OK

Du tdnkte pa den forstaderiverte nér du séger [att den

2:[Ja

[sjunker hela [tiden

2: [ja/ selvfolgelig / selvfalgelig // ska vi se her // hvis den // andrederiverte er negativ / ja
selviolgelig // da betyr det at / den her (pekar pa alternativ A) / den vil vaere / den vil
oppfylle det // for den / der / der / stig / stigninga til funksjon avtar hele tiden /

Bra

2: Ja/ det er rett // pa B har vi at stigninga oker hele tiden / sa der vil jo den vaere positiv for alle
x / her har vi // at den vil ikke vare rett for C / den vil ha et vendepunkt / naert en en plass

Bra du ség viandepunkter ocksa

2: Ja/og// her igjen ser vi at den her vil ha fo vendepunkt / en fredjegradsfunksjon / det
er en hyperbel vi ser // s E vil heller ikke oppfylle det / da ska vi se pa D // der avtar //
stigninga hele tida ser det ut som / eller / ja / den den er vel kanskje ganske /inecer sdnn
fra kanskje null komma to og sé videre / sd da vil jo den andrederiverte vere lik null // ja /
sa 1 alle fall vil & kunne / for & oppsummere / at det gjelder for / A // ja/ da er det gyldig
for alle x / (fniss) @ sa feil da @ tenkte pé den forstederiverte det er sant
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A d& har du/ om du liser spersmélet igjen / vilken av graferna nedanfor har folgende
egenskaper?

2:Ja// (viskar tyst alla tre egenskaperna och jamfor med alternativ A) // det vil kun vere A / som
oppfyller alle de kriteriene

(22.11)

FRAGA 3

2: Vel 4 her vil jo vere hastigheta til objektet / B // e assé integralet / & de e jo tilbakelagt /
strekning / blir det det? // det skul bli tilbakelagt strekning / hvis du har // ja / det er ikke
neye / det er i alle fall ikke rett svar / (fniss) // stigningstallet til fart i forhold til tid /
grafen ja // der har du en / det er rett / for det er jo / stigningstallet er jo den deriverte / &
den deriverte av farta er jo / er akselerasjon / s& det er C som er rett svar

A d& har du inte ens st / D?

2: Nei (fniss) / som er arealet under fart-tid grafen / ka kunne det vaere? // det mé jo veere // ka
slags begrep skul de vaere?

Nu kan du jimféra B och D

2:Ja// ja @ fant ut at arealet under vei-tid grafen var tilbakelagt strekning // det skulle vere lett a
overfore den analogt / men // [korfor klare @ ikke?

[eller eller om du tinker // vad far du nér du har

2: Ja/ nar @ integrer / integrer den? // aha som e den motsatte operasjon av & derivere // da far eg
// vent litt / ehmm // av og til sd / s& gér det litt 1 std // men oh OK / vent litt / vent litt / ska
vi se her / fart / derivert / kanskje det er D som ma bli tilbakelagt strekning? for / kunne jo
selvfolgelig vere avhengig av fart / B deremot ma bli // kor lang #id det har tatt til
sammen / kor lang tid du har brukt pa pa det her / e det korrekt?

Det stimmer mycket bittre / nir du sa om / det du sa om B forst / stimmer bittre pa D

2:Ja/sa B e kor lang tid det har tatt // og D ma bli kor lang strekning som e tilbakelagt pa
den tida

(26.00)

FRAGA 4

2: Ka viser f derivert ser? Den viser // da ska vi se her / den viser at f av x var salget av en ny
mattebok // de forste OK / de ferste dran / sd du kan nok anta da at det er antall ar pa x
aksen assé for f av x kommer av at det er antall ar langs x aksen og antall beker solgt //
oppgennom ehm altsé antall beker solgt / for en gitt x verdi // langs [y aksen

[Ar det det man ser ddir? (pekar pa y-virdena)

2: Nei det vil jo vaere for fav x

Ja OK / bra

2: For f'derivert av x deremot / sd vil det jo vere // selve funksjon vil vise / antall beker solgt per
ar / for et gitt &r x / ehm / sdnn at vi kan se at fra ar null til ar tre s steg salget av boker
per ar / men s avtog salget frem til ar syv / 4 sd ser det ut som om det stiger litt igjen da /
fra der 4 4 ut // ja / ka mer kan vi si? vil du at & ska si mer?

F derivert visar ddr alltsa / som du sa att

2: Kor kor / altsd den viser / for det forste viser den antall baker / eller eller altsd den viser / ehm
stigninga for antall beker solgt per ar

Mmm

2: Sa sa vi kan si da at i ehm //

A stigninga #r alltsd 6kninga [eller

2:[Ja

eller [minskninga

2:[Ja/nemlig // sa sd vikansiati/ja/1iér tre/ da er salget / pa topp

101



BILAGOR

Sa nu svarar du pa (4)b ja?

2:Ja

Ar tre r salget pa topp /

2:Ja

Fordi? der dr en topp pé den / deriverte grafen?

2: Ja/ ja der [pekar pé toppen av grafen] er // vent litt / & sa feil / eeem / i &r fem [pekar pa ar
fem, dir grafens y-vérde gar frén att vara positiv till att vara negativ] / sa gar denee /
deriverte fra & vaere po / der har vi et nullpunkt for den deriverte / der gar den fra & vaere /
ehm positiv til negativ / sa nér den deriverte gér fra & vere positiv til negativ / da har vi/
et toppunkt / for fav x / sa 1 ar fem / retter & meg selv da til / e e salget pé topp

A i (4)c nir okar salget mest?

2: De e nédr/ de e jo ar tre / da er den deriverte storst & da eker salget mest // (Tvaan ldser 4d
hogt) Det / svarte ikke jeg pa det ista?

Det gjorde du

2:Ja/ og det etablerte vi / det var fullt mulig

A hur ser du det i grafen?

2: Vi kan se pa intervallet fra syv og utover // (laser 4e hogt) vel / den vil ha et toppunkt 1 fem / 1
alle fall // & // fa se her / den ma / den stiger / helt opp til fem / siden at vi far f derivert av
x over X / aksen // fra pa intervallet fra null til fem sa vet vi at grafen til fav x stig / hele
det intervallet / men den stig fortest / pa en mate / til & begynne med og deretter avtar f av
x fra fem og ut / den avtar mest // 1 &r syv // ikke sant? & den stiger da mest i ar tre

(31.00)
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Trean

(6.30)

FRAGA 1

/(8 sek)//

3: Det er nok bra & / se for ma / kordan det ser ut da / det er det som e / den deriverte / den
deriverte funksjon / det vil jo vaere / det kan jo vere ka som helst / & finne ut tangenten / &
sd som @ ser det sd gér jo ikke det annt / assa hvis stignings / hvis grafen gar oppover / a
du finner et punkt i den grafen / & // 1 assé det er en tangent der da / hvor du legger en
tangent langs det punktet / & hvis den tangenten er positiv / s gér jo grafen oppover der /
& kan ikke tenke ma at derivaten kan veere negativ sa du far et negativt stigningstall &
samtidig gr grafen oppover

Vad ar det for graf / da?

3: Da har du jo grafen til den deriverte funksjon // ja det er nér den allerede er derivert / er det det
du tenker?

Ja

3: OK / dé er det grafen il / tangenten det der

Mmm // du forklarade att det gdr inte ndr man bara har funktionen sjélv / grafen till funktionen /
dd gar det inte

3: Nei / da er det ikke mulig

Men nu om du ser

3: Hvis du ser / sa det er den deriverte det er tangenten // samtidig som derivate til funksjon er
negativ // (15 sek) // @ ser ikke kordan det kan vare forskjellig

Det kdnns som samma sak da?

3: Det virker veldig som sann samme tingen

Vi kommer tillbaka till den sen

3:Ja

(8.20)

FRAGA 2

(Trean laser fragan hogt) // (14 sek) //

Tank girna hogt (fniss)

3: Ja/ (fniss) det er litt vanskelig (fniss) / men / ska vi sja / hvis vi ser / & tar bare hver graf for
alle tre punktan da / begynner med f derivert av null er / storre enn null // sa f derivert //
stigningstallet til den // tangenten i // nar x er lik null // det er virkelig vanskelig a se for
seg / uten & / & e van til 4 bare regne pa det / sa det er forferdelig vanskelig & se for seg /
bare med & se / men // der / funksjon // & 1 punkten null // (5 sek) // f derivert av null e jo //
f derivert av null vil jo vaere storre enn null / 1 4

Ja

3:Ja//

Eller jaha ska jag sdga (fniss) / OK ar battre att sdga

3: F derivert av en / mindre enn null // (8 sek) // da ska vi sja / prove a se for s at funksjon / er
lik en // (11 sek) // kan i hvert fall si at f dobbelderivert av x er negativ / det ma det vel
veere for // for A / fordi den er konkav // & / usikker pa f derivert av en er mindre enn null /
@ klarer ikke helt & se for me kordan den tangenten gar / assa f derivert av en / x er lik en
der / den er mindre enn null fordi den gar nedover // ja den md jo det /1 A ogsad / den mdjo
vare mindre enn null // (7 sek) // na blev e litt usikker pa forste svaret mitt (fniss) / for f
derivert av null blir jo feil da i sd fall / f derivert av null kan jo ikke vaere storre enn null //
kan den det? // f deriv / jo den gar oppover og der gar den nedover / ja / da er den storre
enn null og den mindre enn null // ja OK // og da har du f dobbelderivert for x er negativt
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for alle x // nér du dubbelderiver sé finn du / krumninga / & den er konkav / sé ja // da
mener & at 4 skal tilfredsstille alle / s& som c ser det 1 hvert fall

Mmm

3: A // & B/ sé tilfredsstiller den muligen ingen av de // som @ kan se det / fordi da er den jo / f
derivert av en er definitivt sterre enn null / fordi den gér jo oppover / a den er ogsé
konveks sa den kan ikke vere negativ for alle x / & C // (8 sek) // vanskelig & se for
funksjonen den ser jo ut som om den er null / men det kan godt hende at den er storre enn
null / men // f derivert av null // & x aksen

Den ser ut & vara

3: Den ser ut & veere null // s& / det er ingen “er lik / (fniss) null” holdt & pé a si/ sa dé vil & si at
den ikke // den er ikke verken forste eller andre kondisjon er gjellendes // & den er / man
kan ikke si at f derivert av x er negativt for alle x for den er jo bdde konkav og konveks

Néamen da har du bra greie pa den hér for att det dr en av graferna som har alla egenskaper

3:Ja

A d4 har du redan kommit fram till den (pekar pa alternativ A)

3:Ja

A det enda du kan se / du fortsitter & ser punkt for punkt och ser att det var inte de tva

3: Mmm

A var stimmer inte den hdr? (pekar pa alternativ D) kan du / det ricker om du bara fokuserar pa
var de inte stimmer i sddana fall / for det kan ju hdnda att den (pekar pa E) stimmer pa
alla eller den (pekar pa D) stimmer pa alla / och d4 maste du kanske fundera om pa

3:Ja OK /ja// den er jo negativ for / den stemmer ikke / den gér bort pa en gang fordi den er ikke
storre enn null for f derivert av null (pekar pé alternativ D) // den her ee (pekar pa
alternativ E) har et sdnt polynom at den er konveks og konkav // sd den dobbelderiverte
kan ikke veere negativ for alle x / s& da mad det vaere A

(Forklarar att uppgiften fanns med i TIMSS 1995 och att internationellt sett klarade 45 % av
eleverna denna uppgiften och att de svenska och norska eleverna uppfattas att ha gjort bra
ifran sig pa testen.)

3: OK // ja det er jo artig kordan en pa en méte forst nar & begynner sa skjonner & ikke helt ka en
oppgave sper etter / men nar & barjer se for ma grafen sé forstdr & den med en [gang

[Precis / man mé fa tid & // det 4r det som dr / det ar ju intressant & se var det finns séna har
kognitiva konflikter ocksd / vad dr det som &r problem hér

3: Mmm

(14.30)

FRAGA 3

(Trean laser fragan hogt) // (6 sek) //

3: C! // virker mest logisk for me // korsen e ser det

Fordi?

3: Fordi at // det er stigningstallet til en graf’/ a for & finne akselerasjon sa da tar du jo
stigningstallet til tangenten / av farta / fartsgrafen / derfor kan det ikke vaere en vei-tid
graf // s& som @ tenker det / det er jo lenge siden vi har hatt fysikk / men det er (fniss) i
alle fall sénn @ logisk klarer a tenke ma frem til det // for arealet unner // vil det jo veert
hvis det var motsatt // tenker @ / assd hvis det var en / hvis du hadde akselerasjon / en graf
som viste akselerasjon // da kan @& tenke ma at farta oker // det er jo ikke akkurat farta du
skal finne ut // sa har / strekninga og tida (visar y-axeln och x-axeln) // sa har / sa er
strekning og tid / da er det kanskje A? / @ er litt usikker her / sd & begynner & tenke pa om
/ du finner jo / det er jo da du far farta // det er jo nar du har / kor langt du har kommet pa
/ pé vei 1 forhold til kor lang #id det har tatt // sa vil du jo finne ut / farta // hvis du finner
akselerasjon der sa finner du ut kor fort han / forflytter seg i et punkt // den er & litt
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usikker pa / men // at nar & tenker me litt om na sa trur & kanskje & vil ha valgt 4 / men
C er ikke helt ulogisk heller / men som sagt / det er vanskelig & se for seg / hvis du har en
graf som gér //

Du kan gérna tegna [sa

3: [Ja (Trean ritar ett tva-axlat koordinatsystem under fraga 3) // i en vei-tid graf kor / eller har
det no & si ka som er opp / ka som er x- og ka som er y-aksen? / er det naturlig 4 sette vei
til & vaere x-aksen? har det no & si1?

Det ar ju hur graferna ser ut sen / alltsé det paverkar [ju

3: [Ja det vil & nok si/ men @ vil tru at // tida gar bortover og veien gar oppover // (ritar och
ndmner virden pé axlarna och tdnker tyst under 37 sek) // & trur de ma bli 4 // ettersom &
kan se / for det er jo kor hoy er okninga 1 farta? // eller nei / eller blir det kor hay?

Vad far du fram? / Du har ju gjort / tangenten ddr (pekar pa tangenten som Trean ritat in 1 sitt
koordinatsystem) till

3: Ja/tangenten til / assd her har du jo strekning / det er jo strekning

I vei-tid grafen

3: I vei-tid grafen ja

Sa det &r stigningstallet till vei-tid grafen du har ddr? (pekar pé tangenten)

3:Ja

A det dr? vad ir det?

3: Det er det @ prover a tenke / om det er // det er jo kor / fort / det er kanskje farta // 1 det
punktet? Det ® tenker er 1 hvert fall det at kor mye oker den? la oss si at den vil jo flate
med /av akselerasjon @ trur nok den vil gd med brattere og brattere graf // derfor sku & tru
at vid hoy akselerasjon sd vil du fa bratt // bratt graf / 4 da sku man tru at 4 er riktig svar
for da far du akselerasjon // hvis det vart en fart-tid graf / hmm

Tegna upp den

3: Ja (Trean ritar upp den mellan det forsta koordinatsystemet och fraga 3) // over tid // nar du er
pa // 2 sekunder har du nétt / 6 meter per sekund // nei det ma vere C da / na ser & / det er
fordi da er kor fort farta gér opp i forhold til tida // ja / det er C

A nu var det / du ir helt siker pa det?

3: Néa blev @ helt sikker pa det / i forhold til A i forhold til i sta

Mmm / s& det hdr ar? vad [séger

3: [Det ar [farta

[derivatan dar?

3: Det mé vare / gjennomsnittsfarta i // 1 det punktet akkurat der

I en vei-tid graf?

3:Ja

A nu har du fart-tid graf / & da far du?

3: Akselerasjon

Acceleration i en punkt

3: Ja/ sé forste antagelsen var riktig

Mmm / det sa du direkt

3: Mmm

A det #r oftast det som #r riktigt

(20.00)

FRAGA 4

(Trean laser fraga 4 hogt) // (8 sek) //

3: Ka har akslene noe a si i det her sammenhanget? er det bare antall salg over tid? // n ska vi sja
/ viser ny mattebok de forste arene / ja assa det her er antageligvis / vil vaere // ar og det
vil vaere salget / som gér 1 y-aksen // ja // den viser vel det at / salget ble / ekte mer og
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mer og mer og mer / 1// ska vi si/ okninga av salget okte mer og mer (pekar och foljer
grafen med fingret fram till tidpunkten tre ar)

Mmm

3: A // det begynte med 4 oke litt 4 litt 4 s& okte det mer og mer 4 sé // kordan ska @ forklare det
med ord? men at den / 1 hvert fall / ikke salget okte ikke / men ekninga av / salget / blir
mer rett (fhiss) / ekninga av salget gikk opp / & s& / dalte salget // & / eller // det er
vanskelig 4 forklare det med ord / men / den viser 1 hvert fall at / nedgangen okte // altsd
// den ville jo selvfolgelig ikke solgt et minusantall nar den krysser x-aksen / det er bare
det at den / den har bare gétt / kordan blir det? / veldig fort ned // for den deriverte viser
kor mye den sell i en punkt // nei / kor mye salget oker i et punkt / sd over langer tid / &
rundt det femte aret krysser den / & sellll / hvor blir det? / nedgangen ehm / nedgangen /
oker / helt til den kommer til / ar syv // kor / oppgangen blir kraftigere igjen / hadde den
flatet ut pd syv sa hadde den holdt seg pa akkurat samme salgstall hvert ar / men siden den
gir oppover sé viser den at // sd viser den at / salget // pa en mate stig da // at / eller / ja

Ar det salget som stig?

3: Ikke salget som stig / men //

Som du borjade med att sdga hér

3: Ja // stigninga / ikke stigninga til salget men // det ville virkelig ha forklart med en graf og ikke
med ord men ja

Du sa att salget / per bok sald per ar 6kade mer i borjan

3:Ja

A sen // s& okar

3: Den oker mindre / salget oker mindre etter

Vad sdger den hdr grafen? det stér i fetstil hér att

3: Det star / det det egentlig sier er at / forst // den sier egentlig bare om / salget har minska eller
gatt ned i lopet av dran / & den sier jo det at fortsatt sa gker salget // assé / ar en solgte mer
enn 4r fo

Men ér fyre?

3: Ar fyre solgte mindre enn r tre

Var det positivt salg eller negativt salg?

3: Det er fortsatt positivt salg / men det er en nedgang i forhold til / salget ar tre

Ja / sd nedgang pa dkningen helt enkelt?

3: Ja/ det er en nedgang pé ekningen / det blir mindre / mindre ekning

Sa i ar fem / efter ar fem / mellan ar fem och ar sju / vad hiander dér?

3: Nei det er jo ikke noe mer da at den / assa ekninga er lavere enn den var / fra en til to for
eksempel / sd gkningen gér rett og slett bare ned

Men ér det en 6kning da / pa?

3: Ja det blir jo en nedgang // @ ser ikke

En nedgdng da?

3: Ja det er en nedgang pa de aran / den sell mindre i // ja / kordan blir det?

Alltsa mellan fem och sju sé // vad sdger det att grafen ar under / nollpunkten pa / [y-axeln

3: [Det sier at nedgangen / er // ska vi sja / den begynner jo pa null for den sell null beker det
forste aret // & sa sell han sa og s& mange beker // eller null beker nulte dret assa etter et ar
har han solgt s& og sa mange boker / nar den kommer til ar tre / s& nar den en pik med kor
mange beker man har solgt per ar eller skninga / nar den kommer ned mellom fem og syv
/ kommer man ned til syv sé vil det si at den har / solgt / mindre beker per ar da / enn
noensinne for / men det betyr ikke at den er nd lavere enn null hell & pé at si

Mmm / den ir lavare &n / a-alltsd du menar inte / 4n @r noll dr den inte lavare dn?

3: Ja (tveksamt)

Sé vad / kan du séga i b da? (laser fraga 4b hogt)

106



BILAGOR

3: Det vil jo fortsatt si/ ska visja/ f/y er lik f/ salget av en ny mattebok / mener man da det
totale salget eller / det &ret? // ekninga er jo null i ar tre // mellom to og tre oker det mest
/!

S& du svarar pd C nu? / ndr okar salget mest?

3: Mellom ar to og tre

Da ser du att 6kningen / stigningen &r som

3: Stigningen er bréest

Men vad sédger det / vad sdger den hir grafen? at det dr ju den deriverte du pratar om

3:Ja

A den deriverte #r pé // nir ir den pa topp?

3: Den er pé fyre

I ér tre s dr den pa fyra

3:Ja

A vad vill det siga? att da ir alltsd den deriverte storst

3: Ja/ stigninga er storst 1/ altsa salget trenger vel ikke & vare storst men den deriverte vil vaere
storsti/1itre

A vad ir den den deriverte d4?

3: Den deriverte er gkninga av salget / altsa stigninga av salget er storst da / det vil si at den/ja/
salget stig fortere / men det betyr jo ikke at den har solgt mest da / gjer det det? // eller
gjor det det? den stig mest derfra til dit (foljer grafen med pekfingret i intervallet da
stigningen till /' (x) dr som storst) / & her gér salget ned (pekar pa grafen mellan ar tre och

fem) / her minsker det mest da (pekar pa grafen pa ar sju)

S& om man gar tillbaks till funktionen sjilv som dr / som visar salget av en ny mattebok

3: Mmm

Nar / nér ser du / att salget 6kar mest om du tidnker pa funktionen da?

3:Ja

Den beskriver salget av en ny mattebok och hur ser du nér den okar / eller nér den

3: Ja @ ser jo at den gker nar tangenten er positiv

Ja / ndr tangenten &r positiv dd / & det &r hela vdgen fram till fem som den &r positiv dd

3:Ja

A det har du svarat pd / men i B / i vilket eller vilka ar ir salget pa topp? s& hur / da tiinker
du / den visar salget av en ny mattebok / & nir dr den pa topp? // kan du se det utifran den
grafen? (pekar)

3: Nei @ tenker 4 trur at det ville vart // fa sja / stigningen gar ned // rett for / & tenker &r tre / men
det er bare for at stigninga er hoyst da / for den flater jo ut og etter det sa selger jo den
mindre per ér //

Men det ar fortfarande en okning i salg?

3: Ja/ det er bare en mindre okning s& det ma vere ar fem da?

Varfor det?

3: Fordi at den oker / sd gker den jo bare i mindre grad // og nar den krysser x-aksen // s har den
en lavere okning enn den hadde i utgangspunktet her (pekar pa origo) / her (pekar mellan
ar tre och ar fem) hadde den en viss ekning det vil si sd og s& mange beker solgt / & nar
den kommer Aer (pekar pa efter ar sju) sa er skninga enda mindre enn den var i
utgangspunktet nir boka begynte & bli solgt / sa det ma vere 1 ar fem / som salget var pa
topp

Mmm // det ma vara om man tanker pd / grafdrefting om [du

3: [Mmm

ser pd att derivatan dr positiv hdr (pekar pa grafen dér y > 0) och negativ hdr (pekar pa grafen dar
y<0)

3:Ja
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Positiv fore ar fem och negativ efter ar fem

3:Ja

A det vil si att / funktionen da / salget av ny mattebok / positiv / om du tinker [derivatan (visar en
positiv stigning, genom gestikulation)

3: [Mmm ja

Assa blir den negativ (visar genom gestikulation) / & d& nar den en topp i &r fem

3:Ja

Da var det sdnn du tdnkte / mmm // (14ser fraga 4d hogt)

3:// (8 sek) // Eeja // kan den ikke det? Det var det jeg svarte pa i sta/ men / (Trean ldser fragan
igen hogt) // funksjons derivate er jo negativ / unner der (pekar pa grafen dér y <0) / det
er nar salget er pa fopp / og antall solgte beker vil vare pé fopp &r fem / den eker jo
fortsatt salg sell om

Efter ar sju pekar du pa da?

3: Ja etter ar syv da // & tenker dssa etter ar fem / eller / fra fem og utover / den minsker jo ikke i
salg / det er jo bare det at den / stigningstallet begynner & ga nedover // sé spersmalet er jo
mellom fem og syv / da minsker den jo 1 salg

Dd minskar den i salg

3: Da minsker den i salg / & da er derivaten / men fortsatt nér den gér oppover / er den fortsatt
negativ fra syv t / nei positiv fra syv til / nei kordan blir det? // den er negativ fra syv til #i /
sell om salget gker / sa da kan grafen vere

Ar det salget som okar dr eller dr det?

3: Nei ikke salget som 6ker men / derivatet gker & dermed far du det at / hvordan blir det na? //
stigninga / der er den pa topp (pekar pd grafen déir y har sitt hogsta virde) / mellom fem
og syv gar salget ned // og fra syv og étte er fortsatt derivatet negativt / men stigendes

A da kan du titta p4 spersmalet igen (ldser friga 4d hogt igen)

3: Ja/ det mé den kunne gjore / utifra det @ ser her fordi at sell om

Sa kan du visa var grafen stiger fast derivatan ar negativ

3: Her / fra syv og oppover / for at den er fortsatt unner / nedanfor x-aksen men den gar oppover /
den oker

Da ér det exakt samma sporsmal som dér

3: Ikke sant

Men dér ser man den inte framfor sig

3: £ kjente igjen spersmalet det gjorde & // to forskjellige svar

(32.30)
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Fyran

(6.55)

FRAGA 1

(Fyran laser fraga 1 hogt och séger spontant ja) // (15 sek) //

4: Na tenker @ 1 forhold til fysikken / &ssd vil @ ta utgangspunkt i at / strekning derivert blir fart /
sa tar den ikke hensyn til / hvor du begynner og hvor du slutter // p&4 den andre siden sa
fikk @ to 1 fysikk pa videregéende sé @ vet ikke hvor bra det her blir men hvis @ tenker
videre / sé lenge den deriverte // hvis / stigningstallet er unner null / sa vil jo grafen ga
nedover // det mé den jo / ja / sa lenge stigningstallet er unner null sd vil jo grafen synke /
det eneste du justerer ved & / ha selve / slopen hell & pé & si/ pd grafen er hvor fort grafen
selv nermer seg oppover eller nedover / sa hvis stigningstallet er negativt s vil grafen
synke

(9.20)

FRAGA 2

(Fyran laser de tre egenskaperna 1, 2 och 3 till fraga 2 delvis hogt)

4: £ vet ikke om @ forstod det her f derr / (Fyran upprepar egenskaperna 1 och 2) / OK // For &
bare fjerne de som er // det er strengt assé den kan ikke veare neyaktig i punktet null hell
@ pé a si// plasseringa av alle grafene her er uvesentlig / pd / det spiller ingen rolle hvor
de her stér i forhold til origo // det blir formen pé grafene som er vesentlig her // f derivert
1 null ska vere storre enn null //

Du menar i férhéllande till origo om grafen [hade

4: [Det spiller ingen rolle i forhold til x-linja // eller i forhold til hvor heyt opp den ligger /
ettersom det er f derivert i null eller ikke 1 null // men den ska ligge mellom en og null /
det gjor for sa vidt samtlige grafer her sa det er ingen som & bare kan plokke ut fort // den
dobbelderiverte er negativ // { derivert // er storre enn null / det betyr at den stiger for null
kommer og den synker etter at en har kommet // det betyr at / & det ska vere en konkav
graf / fordi at f dobbelderivert er negativ for alle / s& A stemmer / det kommer til & vare
riktig

Stimmer for alla tre?

4: A stemmer passe faktisk / for alle tre / ja // ikke b

Vad ér det som / vad ser du dér att den ikke stemmer?

4: Det er en konveks graf

Ja

4: Sé den er ikke kon negativ for alle x // det stemmer for sa vidt ikke heller for C / for C har en
konkav og en konveks del / sa da er ikke dobbelderiverte negativ for alle x // du har / da
kan du egentlig bare fjerne e og / for det er samme gerne / badde konkav og konveks // & /
na vet & ikke / det ser ikke ut som / de / er det en spesielt du ska frem til? for nar @ ser pa
D her sé er den // den er for sd vidt / konkav / men den ser ikke ut / den ser ikke ut til &
bevege seg i en sénn menster hele tida / det er kanskje ikke sé fett nei // ska visja / f
derivert ska veere storre enn // stigningstallet ska vere storre enn null det blir jo ikke &
stemme for stigningstallet til D er ikke sterre enn null

Var da?

4: Den er ikke sterre / stigningstallet er ikke sterre enn null for null // & det betyder at /
stigningstallet synker konstant / derfor kan du fjerne C og E fordi at de ikke er negative
for alle x // du kan fjerne B fordi at den er konveks ikke konkav & da kan ikke
dobbelderiverte vare negativ // og D kan du fjerne fordi at den er ikke positiv for / assa
den er ikke storre enn null for e null / & A mé vaere det eneste logiske svar
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(13.48)

FRAGA 3

(Fyran laser fraga 3 hogt) // (10 sek) //

4: (14.14) Stigningstallet unner vei-tid grafen er fart // arealet / nei / stigningstallet av vei-tid
grafen er fart / arealet unner vei-tid grafen // husker ikke 1 farta / men det blir ikke rett / da
gér du feil vei hell & pa & si / stigningstallet til fart-tid grafen har du akselerasjon // arealet
unner fart-tid grafen er da samme som stigningstallet til / arealet unner vei-tid grafen /
nei / fart-tid grafen blir jo det samme som / stigningstallet / nei motsatt / det blir / det blir
// assé arealet unner fart-tid grafen blir det samme som vei-tid grafen / sa den er det na
heller ikke / svaret ma bli C/ stigningstallet til fart-tid grafen (15.04)

(15.20)

FRAGA 4

(Fyran ldser fraga 4 hogt) // (5 sek) //

4: Den viser stigninga pa salget / fra boka kom og til heydepunktet pé salget som da blir fire og
viser at salget sa dabber av / til assa / stigninga pa salget dabber av / s& pa en stund sa /
etter at x er lik fem sé vil / stigninga pa salget da begynne / assa hvor mye man selger
begynne a synke // s& forst vil du selge / litt sa vil du selge fortere & fortere a fortere helt
til du kommer opp til verdien fire her da / salget vil fremledes oke

Sélja fort? da menar du?

4: Selge fortere ut baker / assd bekene vil / man vil selge flere beker per tid / antall beker per tid
gar @ ut ifra / assd / ja / fortere a fortere a fortere flere & flere beker per tid helt til du
kommer til fire (pd y-axeln) / du kommer fremdeles a selge flere beker men du kommer
ikke & fortsette til & selge sé fort i forhold til det du gjorde for / det kommer & fortsette &
synke helt til du kommer til et punkt hvor du /1 fem hvor du har / plutselig vil grafen gi
rett frem da solger du plutselig stabilt med beker / eller / da har du kommet til et punkt
hvor det ikke stiger langer / ssa vil du etter hvert vil salget begynne a synke

(Fyran ritar en horisontal linje vid tidpunkten fem som symboliserar att funktionens derivata ar
noll dér, alltsd vet fyran att funktionen har stigningstalet noll vid tidpunkten fem)

4: Da begynner salget for nd / alt du gjort né er at du har i en veldig hey grad tatt & vist at du gker
salget / 4ssd nar du kommer til fem s er det som salget / eller grafen kanskje ser mer //
ska vi sja / korsen blir det her? // ja den blir // sann / assa plutselig kommer den til fem //
sd her har du / dobbelderiverte som da / bare blir oppét der / ssa // vil salget hélle seg
stabilt her 1 fem / gar frem / altsé vil / dabbe av / ettersom den ikke vil g oppover den
(pekar pa x-axeln) // s& vil den 4 et stigningstall som gar nedover

(Fyran svarar alltsé pa fraga 4e, omedvetet)

4: (Fyran laser fraga 4b) // Fem! / det ma vere fem

Fordi?

4: Fordi det eneste du har her er stigning / alle tall opp til fem (efter x-axeln) er positive / sa
stigninga frem til fem er positiv / salget vil ikke gé ned for etter fem ar

(Fyran ldser fraga 4c hogt)

4: Salget oker mest / 1 punktet / etter tre ar // da er det pd det punktet hvor / assd her / snupunktet
pa startgrafen hvor / salget oker mest i det punktet / s kanskje / ja / ideelle for / hvis & vil
ha tangentet til den

A kopplat till derivatan sa séiger du att déir salget kar mest s &r derivaten /

4: S& er derivaten / som heyst mulig hell & pa 4 si (fniss)

Mmm / ja / storst / [yes

4: [Aa

A det ser man / hir att det var i talet fyra dir
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4: Ja / stigningstallet pd / den originale grafen er da heyest der / altsa salgsstigninga / er heoyest /
sa da ogker salget mest

(Fyran laser fraga 4d)

4: Nei // for s& lange derivat // nei vent / kan grafen til den derivarte ss // (laser fraga 4d igen
hogt) // det er jo lurespersmal deluks da / for // om grafen til den deriverte kan st / stige /
samtidig som derivatet altsd i det punktet er negativ ? // (6 sek) // grafen kan ikke stige sa
lenge den deriverte / funksjonen er negativ / sa lenge den deriverte funksjonen er negativ
eller unner null sa vil jo ikke / grafen stige

Vilken graf?

4: Den som man deriverer // kan grafen til den deriverte funksjonen // funksjonen stige samtidig
som derivata / til funksjonen er negativ // hmmm // (viskar) grafen til den deriverte //
samtidig som derivatet til funksjon / na blev @ usikker her for at det & lurer pa da er om
at hva mener man at / om grafen kan stige sell om den her synker ? eller om at den /
mener de at den er unner her? // for grafen kan vare stigende / den er stigende sé lange
den deriverte er over null / men den kan synke / men det blir jo samme som at da er
grafen pa sevd det er bare at den synker / mot nullpunktet som sier at den ikke stiger
langer // sa at det er et spersmal da som det vil / men @& velger 4 si at / sd lenge derivata av
funksjonen er negativ / sa lange den er unner nullpunktet eller unner origo // eller unner /
ja/salange den er negativ / sa vil // grafen / utgangspunktgrafen synke // den vil ga ned

Da tinker du pa / vilken graf?

4: Da tenker @ pa startgrafen

Startgrafen?

4: Startgrafen vil synke sé lenge den her er negativ / det spiller ingen rolle om den er negativ i en
rett linje sa lange den er unner null sé vil grafen synke

Men om det star grafen till den deriverte funktionen / kan den stige?

4: Grafen til // den deriverte funksjonen / ja assé grafen til utgangsfunksjonen det er den som blir
derivert

Nej / den den deri / grafen til den deriverte funksjonen

4: Kan stige

Vad ér det Adr? / du ser pa bilden

4: Aja! ja ja ja! sdnn sett! ja!

PS! Grafen pa figuren er grafen til den deriverte funksjonen f/ ikke grafen til funksjonen selv

4: Ja / kan grafen til den deri / assa om den her grafen her kan stige samtidig som funksjonen er
negativ? JA! // den har ingen / ja / sdnn sett / hvis det er spersmalet / ja / for // den her tar
ikke hensyn til utgangspunkt / den andre kan ha en verdi som er pa minus 2000 / og det
spiller ingen rolle om den // om den her deriverte grafen assé det spiller ingen rolle om
den stiger sa lenge // den deriverte assé den deriverte av den grafen kan vare // det spiller
ingen rolle hvor mye unner null den er / for at // for at / grafen kan stige fremdeles / eller
utgangspunktgrafen kan stige / den deriverte forteller bare om den stiger eller synker og
hvor den stink stiger og synker eventuelt hvor fort men den trenger ikke & vaere [positiv

[Derivaten till ursprungsfunktionen dr negativ / sa den heller nedfor 1 ursprungsfunktionen men
grafen kan / den deriverte / grafen till den deriverte funktionen / kan den énda stiga?

4: ZE ma bare / hvis deriverte funksjonen stiger samtidig som derivatet til funksjon er negativ
hvis derivatet til funksjon er negativ kan ikke

Sa om du ser pa figuren

4:Ja

Sa ser du det ar derivatan till // eller funktionen till den deriverte tfunktionen

4:Ja

Det dr den du ser

4:Ja
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A /kan den gra / i den grafen / kan den stige niir derivaten till ursprungsfunktionen ir negativ? /
kan du se det nanstans pa bilden? var ar // visar det hédr nénstans var derivatan till
funktionen dr negativ? // kan du se det? / mellan vilka ar ar derivaten till
ursprungsfunktionen negativ?

4: Fem & // ut her?

Mmm / da &r derivatan negativ

4: Negativ / ja da vil jo ikke grafen stige da / det er jo hele poenget

Nej / inte ursprungsgrafen / men kan grafen pa figuren stiga?

4: Ja/ selvfolgelig kan den det / hadde ikke grafen pé figuren kunne stige da s hadde det ikke
vart mulighet for & fa stigning igjen

Nej men assa det dr bara det som dr spersmaélet det dr det att / om den hér grafen som man ser pa
bilden / det ar grafen till den deriverte funktionen / kan den stige?

4: Om den stiger sell om den er negativ?

Sell om derivaten dr negativ som du sa mellan ar fem och framat sa kan den hér grafen stige?

4: Selvfolgelig kan den det! hvis ikke den kunne stige igjen si hadde det vert ikke noe mer hap
for matteboksalget i // da vet du at det hadde gétt mot null uansett / du kan skifte kover sa
hadde du solgt mer igjen hadde du kommet over null over / stigning igjen

Kénner du igen den dir spersmaélet fran tidigare?

4: Nei

Det var exakt samma som du svarte pé hdr / spersmal 1 (visar)

4: Aaah!

Identiskt

4: Ah / sann sett

A d3 var det klinkandes “Nej”

4: Ja selvfolgelig!

Men hér ér det / svaret "Ja”

4:Ja

A det ir om man har en graf till hjilp

4: Mmm

S4 dr tanken att man kan se //

4: Forsta det bedre ja

Ja / eller resonera bittre / sa det dr en slags konflikt man fér sjélv // det horde jag har / du gick
tillbaks till ursprungsgrafen

4: Ja jeg lurte pa [den

[A tiinkte p& den hela tiden / inte p4 den hiira / grafen till den deriverte

4: Nei

S4 / det ar valdigt viktigt hur man formulerar sig

4:Ja

For att du kan tdnka ritt [men

4: Plutselig sd mister man mange poeng pd en eksamen / holl @ pa 4 si/ fordi at leerern synes det
er goy a formulere artigt

Mmmojligt

4. £ foler mae lurt!

(Skrattar) / Nej dé

4: (Skrattar)

Det ar ofta det att man maéste // sétta ting i ett ssammanhéng och det [&r

4: [Mmm

A det #r dir for sig sjclv dr det dir / ssammanhinget / men / nir man kommer till en sén hér
kognitiv konflikt som det kallas for [da

4: [Mmm
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Da ar det nat som talar emot / & da gér man oftast tillbaks till det senaste man vet / som man dr
helt siker pa

4: [Mmm

[Sa hdr var det / & da / forsoker man fa det att passa in /

4: Mmm

Fastén det /

4: [Mmm

[inte riktigt stimmer

4: Ja

(26.40)
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5 E-post

Till Ettan, Tvaan, Trean och Fyran

Amne: Matematikkintervju
Datum: 26 mars 2009

Hej [Ettan];[Tvaan];[Trean];[Fyran]!

Jag har kommit en bit langre i min analys av intervjuerna. Har du tid och mgjlighet att svara pa foljande
fragor sé vore jag valdigt tacksam.

Var intervjusituationen: 1 givandes eller 2 ikke givandes for dig? Motivera kort.
Under sjalva intervjun: 1 larde du dig nagonting eller 2 insag du nagonting? Motivera Kkort.

Tack pa forhand
/Jonas Oskarsson

Fran Ettan

Amne: Svar: Matematikkintervju
Datum: 26 mars 2009

Intervjusituasjonen var givende p& den maten at jeg fikk tenkt litt matte igjen og jeg inns at jeg kunne
faktisk en del matte selv om jeg pa forhand falte at jeg ikke husket noen ting. Men det har jo med nettopp
det vi snakket om; at det er lettere a forstd og vise det man kan i matte nar man har konkrete oppgaver
foran seg. Men ja, pa den maten at jeg fikk litt mer selvtilit nar det gjelder mine mattekunnskaper og at
jeq fikk tenkt litt matte igjen (og jeg sa at jeg hadde faktisk ikke glemt alt i matte), sd var
intervjusituasjonen givende. Ut over det hadde det ikke noen videre betydning for meg personlig. Jeg er
bare glad jeg kunne veere til hjelp for deg ;)

Jeg vil si at jeg bade leerte og innsé noe under intervjuet, kanskje mest det siste (innsa noe). Na husker
jeg ikke s& mye av oppgavene, men det "gikk opp en god del lys" for meg underveis i intervjuet. Sa jeg
syns det var intressant og leererikt. Det hadde nok gitt meg mer utbytte dersom jeg hadde fortsatt med
mattefag, men i og med at jeg ikke har noen fag som anngar matte, sa faler jeg at det meste gikk ganske
fort i glemmeboka. Med det kan godt veere at dersom jeg far konkrete oppgaver a lgse kommer de nye
kunnskapene mine til nytte.

Vet ikke om dette var til hjelp, men jeg haper det.

Mvh. [Ettan]

Fran Tvaan

Amne: Svar: Matematikkintervju
Datum: 27 mars 2009

Syntes intervjuet var givende og interessant. Fikk prgvd meg pa a forklare det jeg visste om den deriverte
pa en forstaelig mate, noe som er nyttig for meg, siden jeg skal bli leerer. Dessuten sa jeg noe jeg ikke
hadde tenkt pa fgr, nemlig & tegne en kurves bratthet i et koordinatsyste, og deretter forklare at det
nettopp er dette som er kurven til den deriverte, i stedet for farst & definere den deriverte, og deretter
tegne kurven. Et bra pedagogisk triks, vil jeg si.

| det hele tatt, veldig interessant. Vil gjerne lese oppgaven nar den er ferdig.

[Tvaan].
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Fran Trean

Amne: Svar: Matematikkintervju
Datum: 27 mars 2009

Jeg synes intervjusituasjonen var veldig givende. Falte at den tok opp ting som jeg har tenkt mye pa
angéende kalkulus og matte generelt, samt ting som jeg ikke hadde innsett. Fglte samtidig at jeg leerte
veldig mye nytt! Snakket om intervjuet og spgrsmalene med flere venner og bekjente og som jeg sa de til
de fglte jeg at jeg fikk et ganske annet syn pa matematikkforstaelse.

Med vennlig hilsen,

[Trean]

Fran Fyran

Har ej fatt svar fran Fyran.
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