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Sammendrag

Denne kvalitative studien handler om & undersgke hvorvidt et undervisningsopplegg som
vektlegger sammenhengen mellom geometri og algebra i lgsning av andregradslikninger, bidrar
til at elevene sitter igjen med strukturforstaelse av lgsningsmetoden, abc-formelen. Hensikten
med oppgaven var a planlegge og gjennomfgre et annerledes undervisningsdesign innenfor
temaet andregradslikninger i en videregdendeklasse, der geometriske figurer ble brukt som
hjelpemiddel i de algebraiske forklaringene av likningslgsning. Med dette formalet i fokus

utformet jeg falgende problemstilling:

Hvordan kan en undervisning som har til mal & legge til rette for at elevene sitter igjen

med strukturforstaelse av abc-formelen, se ut?

Svaret pa problemstillingen undersgkte jeg ved hjelp av designforskning. Over en periode pa
tre undervisningsgkter forsgkte jeg & trekke tydelige linjer mellom de geometriske
forklaringene pa lgsningsmetodene elvene pa videregaende skole lerer for a lgse

andregradslikninger, abc-formelen og fullstendig kvadraters metode.

Ved hjelp av oppgavebesvarelser fra elevene underveis i undervisningen og fra en prgve noen
uker etter undervisningen, har jeg gjort meg opp en mening angaende hvorvidt undervisningen

lyktes i & gi elevene strukturforstaelse eller ikke.

Det viste seg at elevene i liten grad oppnadde denne typen forstaelse etter de kriterier som var
satt. Arsakene til dette var trolig flere, men de starste hindrene p& veien s& ut til & veere
forkunnskapene til elevene, og de sosiomatematiske normene som allerede var etablert i

klasserommet.






Innholdsfortegnelse

ST T 4] 11T 0T [ T TSSOSO v
R 101 01 <o 1 o USSP 1
1.1 BaKgrunn 0g MOLIVASJON ......c.ccveriiiieiieeieiiesieesteseesteestesseesteeaessaesreesaesneesreeneessaenneens 1
1.2 ProblemsStilling .....ccooeiice e 2
1.3 BegrepSavKIaring.......c.cooveiiiieieeie et 3
I A @ 1o oo oAV L= g 0] o] o] 0} Y/ |11 1o OSSR 3

7 =T OO P PR PP PR PPPTPRPPRPPRON 4
2.1 AndregradsSliKNINGEr ... ..o 4
2.1.1 Fullstendig kvadraters Mmetode ...........coceoeieiiiiiiiinieeee e 5
2.1.2 ADC-TOIMMEIEN ..o 8

2.2 LBIEPIAN LT oot 10
2.3 Andregradslikninger i 1reVerk..........ccooiiiiiiiiie e 11
2.3.1 Campus INKIEMENT ........cceiiiiieie e sae e ene s 12
2.3.2 ASCNENOUG LT oottt sreene e 13

2.4 FOISTABISE. ...cvcviiieieciete ettt 14
2.5 BVIS ittt 15
2.6 Oppdage og anvende matematiKKen ...........c.cccooieiiiiieiiece e, 16
2.7 Undersgkende matematikKundervisning ..........cocccovevinininiiiene e, 17
2.8 KUNNSKAPSPAKKET .....ccvviiiiieee ettt 18
2.8.1 Kunnskapspakker knyttet til & lgse andregradslikninger..............cccceveveveveuenee, 19

2.9 S0SIOMALEMALISK NOIM ... 21

K Y11 (oo [ USSP PSRRI 22
3.1 KVAHTAIV MELOTE ... 22
3.11 DESIGNTOISKNING ....cvieiieieie e bbbt 22

32 URVAIG it 24
3.3 UNdervisningSOPPIEOGET ... ..ovi e 24



3.4 DataiNNSAMIING.....ccvieiiie ettt nes 25

34.1 Utledning 0g 0ppgaver fra PraVe ... 26
3.5 ANAIYSEMETIOUR ...t 26
35.1 INNNOIASANAIYSE ... s 27
351 DesKriptiv StatiStIKK............ooiiiiiiiiicc e 28
3.6  Validitet 0g reliabilitet ..........ccoeoiiiiiice e 28
3.7 FOISKNINGSELIKK .....ocveeieciecee ettt ae e 29
(0T Lo VT T g o S (= o o SO SS 31
4.1  Undervisningstime 1 — Fullstendig kvadrat .............ccccooeiiiiiiiiiiiiece e, 31
4.2 Undervisningstime 2 — Metoden med fullstendige kvadrater ..............ccccovevvervienenn. 34
4.3 Undervisningstime 3 - Andregradsformelen..........cccoceoveivevecicse e, 36
ANAIYSE 00 TUNN L. bbbt 37
5.1 Fremgangsmate 0g analySEPrOSESSEN ..........vvvivivririrveirisisessssssssssss st ssssss s sesssenns 37
5.2 Analyse av utledningSOPPGAVEN .......cc.uiiiiiieieiesie sttt 38
5.3 Analyse av oppgavene fra PraVe ... 39
5.4 FUNN e 41

54.1 Funn 1: Svake matematikkunnskaper kom i veien for strukturforstaelse av abc-

formelen 42

5.4.2 Funn 2: Enkelte elever foretrakk en regelbasert tilneerming gjennom abc-

formelen, ogsa i tilfeller der b- og c-leddet manglet............ccccevvevevvveeecececceeeee e 44

54.3 Funn 3: Elevene foretrakk en regelbasert tilneerming gjennom abc-formelen

fremfor en geometrisk/visuell 1gsNiNgSMELOde ...........ccooeiiiiiiciie e 46

544 Funn 4: Ingen av elevene brukte geometri eller figurer til hjelp i

oppgavelgsning til tross for fokuset pa det i undervisningen. ............ccccoeeeevevcecieiesienne, 48
DTS (U] o] o PSSO 49
6.1  Svake matematikkunnskaper kom i veien for strukturforstaelse av abc-formelen ..49

6.2 Enkelte elever foretrakk en regelbasert tilneerming gjennom abc-formelen, ogsa i

tilfeller der b- 0g c-leddet MaNGIet..........cov i 51



6.3  Elevene foretrakk en regelbasert tilnerming gjennom abc-formelen fremfor en
geometrisk/visuell 18SNINGSMETOE .........cceriiiiiiiiiiee e 51

6.4 Ingen av elevene brukte geometri eller figurer til hjelp i oppgavelgsning til tross for

fokuset pa det | UNAErVISNINGEN.........coevveviieeee ettt 52
6.5  OPPSUMIMEIING ..e.vvetieiieitieiie ettt et ste s e se et e e s e e te s esraesaeeseestaebeansesraesseeneesneenneans 53
A AN V] (V11013 RSOSSN 54
% A o] 0] 11 oI SRS 54
7.2 FOrbedringSPUNKLET ........coiiiieie e 55
7.3 AVSIUENTE OFQ ... 56
RETEIANSEIISTE ...ttt 57
AVZT0] Lo o TP T PP PP PR PRSPPI 60
Vedlegg 1: DesKriptiv STALISTIKK ...........cooiiiiiiiiiieie e 60
Vedlegg 2: SamEYKKESKIEMA........cc.oiiiiiiiiiieeee e 61
Vedlegg 3: Meldeskjema STKL ..o 64

Vil



Liste over figurer

Figur 1: Fullstendig Kvadrat — STart .............ccooieeiiiieiieie e 6
Figur 2: Fullstendig kvadrat — faKtoriSert..........cccooieieii i 6
Figur 3: Fullstendig kvadrat — halVere-steg............covriiiiieiiiei e 6
Figur 4: Fullstendig kvadrat — halvere 0g fIytte ..o, 7
Figur 5: Fullstendig kvadrat — kvadrere 0g addere ...........cccooveiviieiieeieeie e 7
Figur 6: Fullstendig kvadrat — ferdig.........ccceviieiiiieiie e 7
Figur 7: Utlede abc-formelen — start pa rektangelform............cccoovvvvciiccccccceees 9
Figur 8: Utlede abc-formelen — metoden med fullstendig kvadrat .............cccooeiiiiiiniiinennn, 9

Figur 9: Laereverkfremstilling — fullstendig kvadrat fra Campus Inkrement (Thue, (u.d.)-a).. 12

Figur 10: Leereverkfremstilling — fullstendig kvadrat fra Aschehoug (Borge et al., 2020, s. 69)

.................................................................................................................................................. 13
Figur 11: Leereverkfremstilling — geometrisk sammenheng fra Aschehoug sin leerebok (Borge
BT al., 2020, S. L15) wuiiiiiieieiieie ettt et r e re s 14
Figur 12: Kunnskapspakke — grunnlaget for utlede abc-formelen..........ccccocoovveeviiiiiinenee 20
Figur 13: Kunnskapspakke — grunnlaget for & bruke abc-formelen.............cccocovvvviiiiininn, 20
Figur 14: Undervisningstime 1 - oppgave Campus Inkrement (Thue, (U.8.)-2).........cccevrvevnne 31
Figur 15: Undervisningsgkt 1 — lage fullstendig kvadrat.............cccoceveriiiienininincieeeee, 32
Figur 16: Undervisningsgkt 1 - lage fullstendig kvadrat, tavleeksempel...........cccccoeverennnn, 32
Figur 17: Undervisningsgkt 1 — praktisk eleVoppgave...........coriiieierene i 33
Figur 18: Undervisningsgkt 2 — lgse likning geometrisk ...........cocooviiiiniiinininieccee, 34
Figur 19: Undervisningsgkt 2 — lgse likning geometrisk med fullstendig kvadrat .................. 34
Figur 20: Undervisningsgkt 2 — lgsning geometrisk [IKNINgG........cccocoveriniiineiiiniiieeieieen 35
Figur 21: Analyse — stegene i abc-formel-utledningen og poengsystem ...........cccccceevvevvenenne. 38
Figur 22: Analyse — eksempelbesvarelse fra oppgaven med a utlede abc-formelen ............... 39
Figur 23: Analyse — ulike lgsningsmetoder pa praveoppPgaver .............ccocvevevevevevevereiererenssenans 40
Figur 24: Analyse — eksempel fargekoding av en elevs prgvebesvarelse...........ccocvveivennenne 41
Figur 25: Elevbesvarelse - utlede abc-formelen, brudden brgk problematikk........................ 42

Figur 26: Elevbesvarelse - utlede abc-formelen, regelbasert automatikk — halvere, kvadrere,

Figur 27: Elevbesvarelse. Utlede abc-formelen, eleven som kom lengst ...........ccccovevieennene, 43
Figur 28: Elevbesvarelse — matematikkprave, oppgave med andregradslikning uten b-ledd,

QY210 - U 01t 1 1 1o OSSPSR 44



Figur 29: Elevbesvarelse — matematikkprave, oppgave med andregradslikning uten c-ledd,
[2SNING Ved aDC-TOIMEIEN ..o e 45
Figur 30: Elevbesvarelse — matematikkpreve, oppgave med andregradslikning uten c-ledd,
[2SNiNg Ved ProduKIregelen ... ... 45
Figur 31: Elevbesvarelse — matematikkprgve, andregradslikning som skal Igses med to
metoder, kun lgst ved hjelp av abc-formelen ... 46
Figur 32: Elevbesvarelse — matematikkpreve, andregradslikning som skal lgses med to
metoder, lgst ved hjelp av abc-formelen og metoden med fullstendig kvadrat ....................... 47

Figur 33: Elevbesvarelse — matematikkprgve, andregradslikning som skal lgses med to

metoder, lgst ved hjelp av abc-formelen og pluss- og gangemetoden ............ccocevvinivieiennn, 47
Figur 34: Kunnskapspakke — diskusjon, grunnlaget for utlede abc-formelen......................... 49
Figur 35: Kunnskapspakke — diskusjon, grunnlaget for a bruke abc-formelen ....................... 50



1 Innledning

I denne masteroppgaven vil jeg undersgke sammenhengen mellom et endret
undervisningsfokus og forstaelsen i ettertid hos en videregdendeklasse innen temaet
andregradslikninger. Jeg vil i dette kapitlet starte med a legge frem bakgrunn og motivasjon
for studien, far jeg videre presenterer problemstillingen jeg skal undersgke. Til slutt i kapitlet
vil jeg kort forklare viktige begreper fra problemstillingen, i tillegg til & presentere oppgavens

oppbygning og struktur.

1.1 Bakgrunn og motivasjon

Den internasjonale studien TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study)
maler kompetansen til elever i flere fag, herunder matematikk (T@nnesen, 2016). Denne studien
har over tid vist at norske elever er av de som skarer darligst innen emnet algebra sammenlignet
med elever i andre land (Olsen & Bjornsson, 2019, s. 37). Tgnnesen (2016) skriver at disse
svake algebrakunnskapene har flere arsaker, blant annet at emnet vektlegges for lite, og
introduseres for sent i den norske skolen. Samtidig avdekker undersgkelsen at norske learere er
for darlige til a trekke sammenhenger og oppsummere undervisningen slik at elevene far et

helhetlig bilde av matematikken (Tgnnesen, 2016).

For noen ar siden ble leereplanene fornyet, og med denne endringen har forventningene til hva
elevene skal leere ogsa endret seg. | de nye leereplanene trekkes begrepet dybdelaring frem, og
fokuset er endret til at man skal ga mer i dybden pa farre konsepter, enn a kun a vare borti
overflaten pa mange (Udir, 2021). Sett sammen med resultatene fra TIMSS-undersgkelsen de
siste arene, ser jeg derfor pa det som sveert relevant & forsgke a finne en undervisningsmetode
i algebra der elevene far muligheten til & se sammenhengene mellom regler og formler, og at

de kan tilegne seg en forstaelse der konseptene gir mening.

Matematikk slik den ofte presenteres i lereverk, er delt inn i kapitler etter tema, som
«statistikk», «algebra» og «geometri». Sammenhengene og fellestrekkene pa tvers av temaene
kommer ikke ngdvendigvis veldig godt frem. Selv har jeg ferst i etterkant av skolearene mine
blitt bevisst pa de interessante sammenhengene mellom blant annet geometri og algebra, og
finner mye hjelp i det & kunne visualisere algebraen. Sammen med lereplanmalene og
resultatene fra TIMSS-undersgkelsen, tenker jeg ogsa at det vil vaere relevant a trekke inn som

fokusomrade i en undervisningssituasjon, som hjelpemiddel for elevene.
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| lzpet av studietiden er matematisk forstaelse, og de ulike typene forstaelse, begreper som har
fanget min oppmerksomhet. Det har fatt meg til a reflektere ekstra over bade egen skolegang
og undervisningsopplegg i praksisperiodene. Jeg har funnet ut at selv satt jeg i stor grad igjen
med en regelbasert forstaelse i matematikk etter 13 ars skolegang. Pugge, huske og reprodusere
formler og fremgangsmater var min foretrukne arbeidsmetode i faget, sarlig innenfor
likningslgsning og algebra. Nar matematikkunnskapene mine etter hver har blitt utvidet
gjennom studiet ser jeg imidlertid na stor verdi i det & kunne se sammenhengene mellom de
matematiske konseptene. Dette har for min del bidratt til en helt annen type mestring,
begeistring og glede i faget. A se matematikken slik jeg ser den na ville jeg ikke veert foruten,
og haper at nar jeg gar inn i leereryrket vil jeg fa mulighet til a legge til rette for at mine elever
skal kunne oppleve en lignende mestring og glede i matematikkfaget. Derfor synes jeg et

prosjekt knyttet opp mot akkurat disse temaene er ekstra interessant.

Forstaelse og algebra i matematikkfaget er slik bade dagsaktuelt og noe som engasjerer meg
personlig. Dette har bidratt til at jeg ensket & utforske nettopp matematisk forstaelse hos

elevene. Sammen danner det min motivasjon for denne masteroppgaven.

1.2 Problemstilling?

Med en hovedidé om & undersgke algebra knyttet opp mot gkt forstaelse, valgte jeg a se pa en
del av skolematematikken som jeg husker som mest regelbasert, nemlig lgsning av
andregradslikninger. Dette gnsker jeg a undersgke ved hjelp av designforskning. Bakker (2019)
skriver at designforskning er en forskningsmetode som fokuserer pa hvordan noe kan vere,
fremfor & undersgke hvordan noe er. Med utgangspunkt i dette har jeg formulert fglgende
problemstilling; Hvordan kan en undervisning som har til mal & legge til rette for at elevene

sitter igjen med strukturforstaelse av abc-formelen, se ut?

For & kunne svare pa denne problemstillingen er det flere aspekter som ma konkretiseres og
operasjonaliseres. Det vil vaere essensielt & svare pa hva det innebarer a ha strukturforstaelse
av abc-formelen og hvordan man kan avdekke om en elev har slik strukturforstaelse. Dette vil
jeg forsgke & avklare i teoridelen og analysen i oppgaven. Jeg vil benytte meg av teori for a
legge opp en undervisning som har til hensikt & gi elevene strukturforstaelse, for jeg til slutt vil

1 Deler av teksten i dette kapitlet er identisk med tekst fra eksamen i emnet PFF-3101
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evaluere hvorvidt undervisningen endte med at elevene tilegnet seg strukturforstaelse gjennom

opplegget.

1.3 Begrepsavklaring

Strukturforstaelse defineres i korte trekk som det & ha kunnskap til & vite ikke bare hvordan,
men ogsa hvorfor man kan bruke regler og anvende prinsipper i matematikken (Mellin-Olsen
& Hoel, 1984, s. 32). | annen, bade norsk og internasjonal litteratur brukes ogsa begrepet
relasjonell forstaelse synonymt (Mellin-Olsen & Hoel, 1984, s. 30-32). Dette begrepet skal jeg

ga videre inn pa i teoridelen.

Andregradsformelen, eller abc-formelen, er den lgsningsformelen som i stor grad brukes til &
lgse andregradslikninger pa videregdendeniva. | denne oppgaven har jeg valgt & benytte meg

av begrepet abc-formelen. Formelen tar utgangspunkt i en andregradslikning pa formen;
ax’+bx+c=0

og forteller oss at lgsningen pa likningen er gitt ved;

—b +Vb?% — 4ac
x:
2a

1.4 Oppgavens oppbygning

Jeg vil starte denne oppgaven med a presentere teorigrunnlaget. Her vil jeg farst ta for meg
lzereplanen og det matematiske grunnlaget som er viktig i den aktuelle undervisningen. Deretter
vil jeg legge frem didaktiske og pedagogiske teorier som er bakgrunn for undervisningsplanen,
i tillegg til at de vil veere med pa a besvare problemstillingen gjennom drgfting av resulter. Jeg
vil sa presentere metodene som er brukt i datainnsamlingen og analysen, og ga i detalj pa
undervisningsopplegget jeg har gjennomfart. Videre skal vi se pa forskningsetikken bak de
gjennomfarte aktivitetene. Etter at teori og metode er lagt frem, vil jeg presentere funnene jeg
fikk fra undervisningen, etterfulgt av analyse og drgfting. Avslutningsvis vil jeg forsgke a
sammenfatte teori, funn, analyse og drgfting til svar pa problemstillingen. Dette knyttes til
tidligere forskning, med diskusjon om erfaring fra undervisningsopplegget som ble prgvd ut i

arbeidet.
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2 Teorl

| dette kapitlet vil jeg legge frem teori som ligger til grunn for & kunne besvare
problemstillingen, herunder bade undervisningsoppleggets forankring i lereplanen og
matematisk og didaktisk teori. Sammen med resultatene fra undervisningsgktene og
datainnsamlingen vil dette til slutt forme svar ogsa pa selve problemstillingen. Jeg vil starte
med a legge frem matematikken som undervisningsgktene denne oppgaven tar utgangspunkt i,
deriblant andregradslikninger og hvordan de lgses pa videregaendeniva. Deretter vil jeg kort se
pa forankringen for undervisningsopplegget i leereplanen, for jeg gar inn pa hvordan to leereverk
presenterer det relevante fagstoffet. Videre vil jeg forsgke a definere forstaelsesbegrepet, og se
pa didaktisk og pedagogisk teori som var relevant i planleggingen av undervisningsopplegget,
serlig knyttet til undervisning av bevis, undersgkende undervisning og undervisning som lar
elevene selv komme frem til matematikken. Jeg legger sa frem teorier som er vesentlige for a
til slutt kunne svare pa problemstillingen min. Her vil jeg bade trekke inn teori om visuelle

bevis, og introdusere begrepene kunnskapspakker og sosiomatematisk norm.

2.1 Andregradslikninger

| matematikken farste aret pa videregaende gar likninger fra & veere kun lineere, til at elevene
na ogsa skal lgse og forsta likninger med andregradsledd. | denne delen vil jeg kort ga gjennom
andregradslikninger, hva det er, hvorfor det er relevant som videregaendepensum, og
lgsningsmetodene som oftest brukes i den videregaende skolen i dag. Lgsningsmetodene som

presenteres er ogsa de samme som ble brukt i undervisningstimene.

Det farste vi ma definere er hva en andregradslikning er, og da ma vi starte med forklaringen

pa hva et polynom er. Et polynom er definert pa formen
ApX™ + ap_1xn — 1+ ap_x™ 2%+ +a,x? + a;x + ay
derneNoga,a,_q,..,a,,a1,ay €R (Irving, 2013, s. 2).

For et polynom med n = 2 bruker vi som regel navnet andregradspolynom. Dersom dette

polynomet inngar i en likning, har vi en andregradslikning,

ax’?+bx+c=0
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Likninger pa denne formen mater elevene for farste gang i lapet av videregaende, og de brukes
i bade matematikkfagene og de gvrige realfagene. Det & kunne lgse denne type likning er derfor

en viktig del av pensum, og det har veert en viktig del av matematikken i lang, lang tid.

For over 3000 ar siden kom Babylonerne med matematiske oppdagelser som vi i stor grad
fortsatt bruker i dag. De skrev matematikken ned pa leirtavler, og dette bidraget er noe av den
eldste bevarte matematiske teksten som finnes (Irving, 2013, s. 34). Mange av problemene de
loste kan reduseres til andregradslikninger, og dette la et grunnlag for metoder vi benytter oss
av i dag. | skriftene pa tavlene fra denne tiden finner vi nemlig igjen en lgsningsmetode som
ligner veldig pa det vi i dag kjenner som abc-formelen. Formuleringene pa tavlene forklarte at
dersom vi har en likning pa formen x? + bx + ¢ = 0 legges det frem at vi finner lgsningen, x,

ved & dele b pa 2, for sa videre opphgye det i andre. Dette legges sammen med —c, fgr man til

slutt tar kvadratroten av det hele, og trekker fra g til slutt. Dette kan oppsummeres til

b b?

(Irving, 2013, s. 34-36). Dette ligger tett opp mot lgsningsmetoden, abc-formelen, som vi skal

komme tilbake til senere i kapitlet.

Andregradslikninger og lgsning av disse har altsa lenge vert et sentralt matematisk problem,
og det er fortsatt relevant i dag. Mange praktiske situasjoner fra dagliglivet kan tilneermes med
andregradsfunksjoner, og ikke minst mgter elevene pa de med jevne mellomrom i sine videre

matematiske- og eventuelt realfaglige liv.

2.1.1 Fullstendig kvadraters metode
En mate a lgse andregradslikninger pa, er ved a lage et fullstendig kvadrat. Dette er ofte en av

lgsningsmetodene av andregradslikninger elevene lzrer pa videregaende.

Fullstendig kvadraters metode er en geometrisk fremgangsmate for a skrive om et uttrykk pa
formen x? + bx. Dette kan fremstilles geometrisk som summen av et kvadrat med areal x? og

et rektangel med areal bx, som vist under:
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X b

Figur 1: Fullstendig kvadrat — start

Dersom vi legger sammen de to figurene kan vi fa ett rektangel med sidelengder x og x + b .

Arealet av den sammensatte figuren vil da vaere x - (x + b).

X + b

Figur 2: Fullstendig kvadrat — faktorisert

Metoden gar videre ut pa @ omforme dette rektanglet til et kvadrat sa langt det lar seg gjere. Det

gjer man ved a dele rektanglet med areal bx i to som figuren under viser;

X + b

Figur 3: Fullstendig kvadrat — halvere-steg

For sa a flytte halvparten av rektangelet til oversiden av kvadratet.
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+ ¥

>

X +8
=N

Figur 4: Fullstendig kvadrat — halvere og flytte

Fra Figur 4 ser man da at det eneste som mangler for & lage et kvadrat er & legge til det lille

kvadratet oppe i hgyre hjgrne. Sidelengdene til kvadratet som mangler er g, sa arealet vi gnsker

2
a legge til for a lage et kvadrat er (g) . For & ikke endre pa uttrykket trekker man fra det samme
arealet.

+¥|T

>
+
L ALE
l
Lo
—

X + b
-

Figur 5: Fullstendig kvadrat — kvadrere og addere

2 2
Da ender vi til slutt opp med et uttrykk pa formen (x + g) — (g) som vist under, i Figur 6.

+¥ |0

x
|
wlo
—
o

X +1b
-

Figur 6: Fullstendig kvadrat — ferdig
Arsaken til at dette er gunstig og relevant nar det er snakk om lgsning av andregradslikninger
kan forklares geometrisk gjennom egenskapene til rektangler og kvadrater. Dersom vi har en
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likning pa formen x2 + bx = ¢ har vi et rektangel pa venstre side, slik som i Figur 2. Pa hgyre
side av likhetstegnet kan vi se for oss at tallet c, representerer et mal pa arealet til figuren pa
venstre side. Den ene sidelengden til rektanglet er x, som vi gnsker a finne, men sa lenge figuren
er et rektangel finnes det mange ulike sidelengder som gir samme areal. Far vi derimot
omformet uttrykket til et kvadrat, vet vi at det kun vil veere én bestemt sidelengde som vil kunne
tilsvare et bestemt areal pa hgyresiden av likhetstegnet. Dette er hele grunnidéen bak hvorfor

vi gnsker a omforme rektanglet til et kvadrat i utgangspunktet.

Denne grunnideen legges sjelden frem. Metoden med fullstendig kvadrat er mye brukt, men
forklaringen pa hvorfor vi vil ha noe pa kvadratform, blir sjelden gatt i dybden pa, til tross for
at den matematisk sett er veldig enkel. I min undervisning vil jeg derfor rette mye fokus mot
denne bakgrunnsideen, og preve a vise elevene at matematikken ikke er tilfeldig, men har et
logisk opphav.

2.1.2 Abc-formelen

Abc-formelen den lgsningsmetoden som oftest benyttes i undervisningen nar
andregradslikninger skal lgses for hand (Matematikk.org, u.d). Tekstene fra tavlene til
Babylonerne som fremstiller en generell lgsning pa andregradslikninger, baserer seg pa ideen
om fullstendig kvadrat. Utledningen som laereverkene fokuserer pa tar utgangspunkt i akkurat
de samme konseptene nar de introduserer abc-formelen. | dette delkapitlet vil jeg kort ga
gjennom hvordan man utleder formelen steg for steg. Det er ogsa disse stegene elevene vil mgte
i undervisningen i mitt forsgksopplegg, men da med hovedvekt pa geometrien fremfor

algebraen.

For & utlede denne formelen sa starter man med en generell andregradslikning pa formen
ax? + bx + ¢ = 0 der a, b, c er konstanter, og forutsatt at a # 0, for at det skal vare nettopp
en annengradslikning. | farste steg kan vi derfor dele pa a for & fa annengradsleddet uten

koeffisient.

En trekker sa fra leddet som ikke involverer x pa begge sider av likningen.
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b c
- = ——
a

x% +

Hvis vi na ser kun pa venstre side av likningen , har vi en tilsvarende situasjon som i Figur 1,
men med litt andre sidelengder.

>
>
"
1
s}

X + b/y

Figur 7: Utlede abc-formelen — start pa rektangelform

Neste steg i utledningen er a lage fullstendig kvadrat pa venstresiden av likhetstegnet. Nar vi

da skal dele rektanglet i to og legger den ene delen over kvadratet, ser vi at vi mangler et lite

2
kvadrat i hgyre hjgrne med areal (%) . Derfor legges det til pa begge sider.

el (2]
T TG T s

Dette kan vi geometrisk se pa slik:

b
L0
+ a
L — .C.[b
x + a6 - Q+(a°)
b/2a
b
X + e

Figur 8: Utlede abc-formelen — metoden med fullstendig kvadrat
. . o . I . b
Da har vi et fullstendig kvadrat pa venstresiden av likningen, med sidelengder x + 7o 09 kan

2
gjare uttrykket for arealet om til (x + %) . Da far vi felgende likning;
(o) ==5+()
x 2a) a 2a
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Herfra tar vi kvadratroten pa begge sidene av likhetstegnet for a finne et uttrykk for sidelengden

til kvadratet, og bruker det videre for a finne et uttrykk for x;
(o) = -5+ ()
x 2a) a 2a

LI AL
x 2a a 4a?

Deretter forenkler vi uttrykket under kvadratroten ved a sette de to leddene pa felles nevner.

+b _ 4 —4ac + b?
x 2a 4q2
b ++Vb?2-—4ac
Xxt—="o——
2a 2a

Videre trekker vi fra % pa begge sider for a finne et uttrykk for x alene;

—b ++Vb?% — 4ac
X =
2a

Denne utledningen baserer seg altsa pa stegene i lgsningsmetoden vist i delkapitlet over,
Fullstendig kvadraters metode.

2.2 Leereplan 1T

For & undersgke problemstillingen min har jeg gjennomfart et undervisningsopplegg i en klasse
med videregaendeelever pa farste trinn. Elevene tok faget teoretisk matematikk, 1T. Laereplanen
og kompetansemalene for et fag legger gitte faringer for det overordnede, faglige innholdet et
skoledr skal dekke. Derfor var det viktig & ha oversikt over de aktuelle kompetansemalene fra

lzereplanen i dette faget, og legge disse til grunn i planleggingen av undervisningstimene.

Planen for undervisningen vil jeg ga nermere inn pa senere, men i korte trekk var hensikten
med undervisningen a arbeide mot en geometrisk forstaelse av de lgsningsmetodene for
andregradslikninger som elevene vanligvis far presentert. | lereplanen for 1T-matematikk
finner vi et kompetansemal nzrt knyttet til dette, formulert ved at etter undervisningen skal

elevene kunne
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«utforske strategier [min utheving] for a lgse ligninger, ligningssystemer og ulikheter
og argumentere for tenkematene sine»

(Kunnskapsdepartementet, 2019)

A legge opp undervisning for & jobbe med ulike strategier for & lgse andregradslikninger vil
altsd ha godt hold i leereplanen. Videre vil en del av undervisningen involvere & arbeide med
utledningen og beviset for abc-formelen, for & nettopp ikke bare fa presentert, men ogsa
utforsket lgsningsstrategien og se hvorfor den fungerer. Her er det ogsa relevant a trekke inn et

annet kompetansemal fra faget, hvor det star at elevene skal kunne

«lese og forstd matematiske bevis og utforske og utvikle bevis [min utheving] i
relevante matematiske emner» (Kunnskapsdepartementet, 2019)

Kompetansemalet over vil veere relevant innenfor flere av emnene i lgpet av faget. Det er et av
de mer generelle kompetansemalene, men som er viktig a trekke inn i undervisningen der det
passer for a tilrettelegge for at elevene tilegner seg den kompetansen de skal.
Kompetansemalene over var de to jeg ansa som mest relevante i planleggingen av mitt

undervisningsopplegg av andregradslikninger.

Videre i den generelle delen av lareplanen for faget star det at 1T-matematikken er et fag der
elevene skal «tilegne seg verktgy for & kunne forstd matematiske sammenhenger» og
«forberede elevene pa en utdanning og et arbeidsliv som stiller krav om matematisk forstaelse,
gjennom teoretisk bruk av matematikk» (Kunnskapsdepartementet, 2019). Det kommer altsa
tydelig frem ved flere anledninger i leereplanen, at forstaelse er viktig i faget. Likevel legges
det ikke frem noen videre utdypning pa hva som menes med begrepet forstaelse. Derfor vil jeg
senere i teoridelen definere begrepet forstaelse, og hvilke to ulike typer matematisk forstaelse

vi kan finne igjen hos elevene, da dette er relevant i tolkningen og bruken av lereplanmalene.

2.3 Andregradslikninger i leereverk

Med lereplanen som utgangspunkt utformes det ulike leereverk som skolene benytter seg av i
undervisningen. | klassen der jeg gjennomferte mitt undervisningsopplegg brukte de en
kombinasjon av en digital leeringsplattform med videoer og oppgaver, i tillegg til en bok med
teori og oppgaver. | dette delkapitlet vil jeg derfor kort legge frem hvordan lgsning av

andregradslikninger legges frem i de to ulike, aktuelle lereverkene.
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2.3.1 Campus Inkrement
Den ene leeringsplattformen klassen var vant med a bruke var Campus Inkrement. Det er Norges

starste plattform for omvendt undervisning, som gar ut pa at elevene ser videoer der fagstoffet

presenteres i forkant av timene, ogsa diskuteres fagstoffet i timene (Campus Inkrement, (u.a.)).

Det var tre videoer som omhandlet de samme temaene som de aktuelle undervisningstimene
gjorde, Fullstendige kvadrater (Thue, (u.d.)-a), Metoden med fullstendige kvadrater (Thue,
(u.d.)-b) og Andregradsformelen (Thue, (u.d.)-c). | lgpet av disse videoene gjennomgas
fremgangsmatene for a lage fullstendig kvadrat, lgse likninger med fullstendig kvadrat og til
slutt introduseres og utledes abc-formelen. Tilngermingen til fagstoffet er i all hovedsak
algebraisk, og metodene gjennomgas uten forankring i de geometriske figurene algebraen
stammer fra. | Figur 9 nedenfor er et utklipp fra videoen om fullstendige kvadrater (Thue, (u.a.)-
a). Her legges det frem at for & lage et fullstendig kvadrat ma vi se pa b-leddet og «halvere —
kvadrere — addere». Dette er det samme som vi gjar i Figur 3, Figur 4 og Figur 5, men uten den

visuelle fremstillingen.

Fullstendige kvadrater

Bygg om uttrykkene slik at de inneholder et fullstendig kvadrat.

a) x*+8x+7
) Forste kvadratsetning
b) xZ+4x+3

(x +a)? = x% + 2ax + a®
Losning

’/ Addere»

a) X*+2-x+4 -4+7=(x+47?-9

Figur 9: Leereverkfremstilling — fullstendig kvadrat fra Campus Inkrement (Thue, (u.d.)-a)

Videre i videoene fra Campus Inkrement vises det en gjennomgang av hvordan man lgser
likninger med a lage fullstendig kvadrat, fer abc-formelen utledes og presenteres til slutt. |
denne videoen gjennomgar Thue ((u.d.)-c) hvordan man utleder abc-formelen algebraisk,
fortsatt uten a knytte det til geometrien bak. Etter a ha gjennomfart utlendingen av abc-formelen

(eller andregradsformelen som han kaller den i videoen), sa sier Thue ((u.d.)-c) falgende;

«...Hvis du na ikke skjgnte noen verdens ting av det her, sa skal du ikke fortvile. Dette
her er veldig vanskelig, og du kommer aldri til & bli spurt i det her. Ingen kommer
til & forlange at du skal kunne klare a gjgre denne utledningen jeg gjorde na, men

det er en ting du skal kunne, og det er den nederste linja. Den nederste linja kaller vi for

Side 12 av 67



andregradsformelen. Den ma du pugge, du ma kunne den utenat nar som helst, midt
pa natta i dremmene dine sa kommer jeg til 2 komme og forlange at du skal kunne si

—b+Vb2-4ac
2a

andregradsformelen og da skal du si; x = . Det skal du kunne nar som helst

og ikke minst pa eksamen og pa heldagsprever. Og du ma kunne bruke den. Sa start na

med & pugge den, slik at du kan den utenat...» [mine uthevninger]
(Thue, (u.d.)-c)

Her sies det altsa at utledningen er irrelevant, og at det viktigste a sitte igjen med etter a ha sett

denne videoen er & huske formelen.

2.3.2 Aschehoug 1T

| tillegg til videoene pa Campus Inkrement nevnt ovenfor, jobbet elevene i klassen jeg
underviste, med fagstoff og oppgaver fra leereboken i 1T-matematikk fra forlaget Aschehoug
(Borge et al., 2020).

I gjennomgangen av det aktuelle fagstoffet i denne boka er fremstillingen i hovedsak ogsa kun
geometrisk, bade nar det kommer til & lgse andregradslikninger, men ogsa metoden med
fullstendig kvadrat. Figur 10 viser et utklipp av «regelen» for hvordan man lager fullstendig

kvadrat, presentert i boka til elevene (Borge et al., 2020, s. 69).

Fullstendig kvadrat-metoden
Vi kan skrive om uttrykket x? + bx til et uttrykk som inneholder

et fullstendig kvadrat ved a legge til | g) ‘

b
og deretter trekke fra | - | .
\ 2

x:~bx7x3~bx-l9y1 — (9] 7[)(1'»9) — \Ew
\2) 2 2 \2)

Fullstendig kvadrat

Figur 10: Leereverkfremstilling — fullstendig kvadrat fra Aschehoug (Borge et al., 2020, s. 69)

Senere etableres andregradslikninger som noe vi kan lgse ved hjelp av kvadratrgtter, men uten
a knytte det opp mot kvadratet som geometrisk figur. | en «utforsk-oppgave» vises metoden
med fullstendig kvadrat, og hvordan Babylonerne Igste likninger ved hjelp av denne (Borge et

al., 2020, s. 115), men disse oppgavene vektlegges ofte i varierende grad i undervisningen.
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UTFURSK Babylonerne hadde ofte et geometrisk utgangspunkt nar de lgste

matematiske problemer. Nar de laste andregradslikninger var de bare
interessert i positive lgsninger.
En babyloner skulle lgse likningen x? 4 4x = 45.

Han leste den ved a tegne en figurserie

‘ - X 22 X 7 X 2 X+2=

\/ — vy
Ca) 2 12 5 ||

45 49 5 48

~
"

45 45

Hvilken lesning kom Babyloneren fram til?
Vis ved innsetting at —9 ogsa er en lgsning pa likningen
Er det mulig a finne hele lesningsmengden med den babylonske metoden?

Los likningene geometrisk.

a x‘+6x=55

b x*+8x—48=0

Vi har gitt likningen x> -2x=8.

Forklar hvorfor vi ikke kan lese denne likningen med metoden ovenfor.
Kan du finne en mate a lese denne likningen geometrisk?

Figur 11: Leereverkfremstilling — geometrisk sammenheng fra Aschehoug sin laerebok (Borge et al., 2020, s. 115)

| figuren over er et utklipp fra den aktuelle siden, som gir et bilde pa hvor stor plass geometrien

far i denne leereboka nar det kommer til lgsning av andregradslikninger.

2.4 Forstaelse?

For & kunne prave a finne et svar pa problemstillingen; Hvordan kan en undervisning, der malet
er & legge til rette for at elevene sitter igjen med strukturforstaelse av abc-formelen, se ut?, vil
det veere sentralt & definere hva som menes med forstdelse, da spesifikt strukturforstaelse.
Herunder ma vi avgjgre hva som skiller denne typen forstaelse fra annen forstaelse. Jeg har
valgt a ta utgangspunkt i Mellin-Olsen (1981, s. 351-352) sin oppdeling av begrepet, nemlig
ved a skille mellom instrumentell og relasjonell forstaelse. Disse begrepene er mye brukt i
internasjonal forskning, men i min oppgave har jeg valgt a bruke den norske versjonen han kom
med av begrepene, nemlig regelforstaelse og strukturforstaelse (Mellin-Olsen & Hoel, 1984, s.
30-32). Arsaken til at jeg har valgt de norske begrepene er at de er veldig beskrivende for
nettopp det jeg skal se pa, hvorvidt elevene forstar regelen, eller strukturene som bygger den

opp.

2 Deler av teksten i dette kapitlet er identisk med tekst fra eksamen i emnet PFF-3101
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Regelforstaelse blir beskrevet som kunnskap om hvordan matematikken anvendes i praksis, og
regler og prinsipper som gjenskapes for & komme til svaret. P4 den andre siden vil
strukturforstaelse ga ut pa at man har kunnskap om hvorfor nettopp den aktuelle regelen kan
benyttes, og opphavet den har (Mellin-Olsen & Hoel, 1984, s. 32). Skemp (2006, s. 2) skriver
ogsa videre om dette. Han mener at regelforstaelse egentlig ikke kan kalles forstaelse, da det
bare handler om & reprodusere en oppskrift, uten a knytte det til forklaringen av hvorfor
oppskriften er som den er og hvorfor den virker. En elev med strukturforstaelse kan derimot pa
papiret gjere akkurat den samme utregningen, men vite hvorfor nettopp dette vil veere maten a
gjere det pa ogsa (Skemp, 2006, s. 2). Hovedskillet mellom de to typene forstaelse gar altsa pa
hvorvidt man kan forklare hvorfor matematikken er slik den er. Ved strukturforstaelse er man
bedre rustet til & kunne anvende kjent kunnskap i nye situasjoner, og en kjenner de matematiske
sammenhengene som gjar at man har kunnskap om bade hva, hvordan og hvorfor — man har et

matematisk overblikk.

Nar det kommer til & lgse andregradslikninger er dette viktig. Som nevnt vil jeg se pa den
strukturelle forstaelsen hos elever som introduseres for andregradslikninger for farste gang i
sitt matematiske liv. Dette vil dermed legge grunnlaget for mye av matematikken de senere vil
veere avhengige av a kunne anvende. Andregradslikninger er sentralt bade i senere
matematikkfag, men ogsa i de andre realfagene. Derfor vil det a tilegne seg forstaelse av hvorfor
vil lgser likningene som vi gjar, kunne bidra til at veien videre ogsa blir mer forstaelig. Det &
ha strukturforstaelse av abc-formelen kan slik innebare at man ikke bare vet hvordan man
bruker den til & lgse andregradslikninger, men at man ogsa forstar hvorfor den gir oss svarene.
Dersom strukturforstaelsen er pa plass er man ifalge Mellin-Olsen (1981, s. 351-352) bedre
rustet i mgte med oppgaver som skiller seg fra den eksakte oppskriften man har sett far, og

dette vil veere en viktig matematisk egenskap & ha.

2.5 Bevis?®

Planen for undervisningsopplegget jeg vil gjennomfere er at elevene skal utnytte sine
geometrikunnskaper for a forstd bade hvordan man lgser andregradslikninger ved & lage
fullstendig kvadrat, men ogsa etter hvert hvordan abc-formelen bevises og utledes. Som

presentert over, sa bygger beviset av formelen pa metoden med a lage fullstendig kvadrat. Dette

3 Deler av teksten i dette kapitlet er identisk med tekst fra eksamen i emnet PFF-3101
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ble gjort algebraisk i leereverkene nevnt ovenfor, men fokuset i undervisningstimene i dette

masterprosjektet vil vaere at man ogsa kan gjgre det visuelt ved & se pd geometrien.

Visuelle bevis har lenge vert en del av matematikken. Grabiner (2012) gjennomgar bevisets
historie fra visuelle til mer algebraiske bevis, og trekker frem hvordan bevisene opprinnelig
startet som et svar pa sparsmalet "vis meg". Hun skriver at bevis generelt bidrar til & forklare,
overbevise, systematisere og gi mening til matematikken (Grabiner, 2012, s. 164). Videre
trekkes det frem at bevis som er visuelle, psykologisk sett, er mer overbevisende enn andre
typer bevis. En visuell fremstilling av matematikken bidrar ofte til forstaelse, fordi man ser
hvordan konseptene henger sammen pa en mer konkret mate enn ved logistiske, algebraiske
bevis (Grabiner, 2012, s. 153-154).

Det & inkludere en visuell fremstilling av metoden med fullstendig kvadrat for & lgse likninger,
i tillegg til & anvende den visuelle geometrien ndr man ser pa utledningen og beviset av abc-
formelen, vil kunne bidra til at elevene tilegner seg kunnskap om opphavet til formelen. Dersom
de gjer det vil de i starre grad kunne se sammenhengen mellom algebraen og geometrien, og
ogsd veien fra andregradslikning til abc-formelen. Dette vil vare viktig pd veien mot

strukturforstaelse.

2.6 Oppdage og anvende matematikken*

| planleggingen av mitt undervisningsopplegg har jeg valgt & benytte meg av flere
matematikkdidaktiske teorier, blant annet det Freudenthal (1973) nevner om verdien av at
elevene selv oppdager matematikken. Freudenthal (1973, s. 140-143) skriver om viktigheten
av a la elevene trekke de matematiske sammenhengene og oppdage matematiske konsepter pa
egenhand. Han trekker frem at prosedyrer, regler og strategier er viktige i faget, men at de ikke
burde introduseres for tidlig. Meningen er at elevene skal vere i stand til & se og forsta veien
frem til disse reglene eller strategiene, for da vil det veere mulig for dem a konstruere konseptene
pa egenhand. Det vektlegges altsa en undervisning der det er rom for at elevene aktivt
undersgker og utforsker matematiske konsepter, fremfor en mer passiv tilneerming hvor regler

presenteres og pugges. | undervisning av lgsningsmetoder for andregradslikninger vil derfor et

4 Deler av teksten i dette kapitlet er identisk med tekst fra eksamen i emnet PFF-3101
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opplegg som legger til rette for at elevene selv utforsker veien til en generell lgsning veere
gunstig ifglge prinsippene til Freudenthal (1973, s. 140-143).

Et av de viktigste aspektene ved matematikken er dens anvendelse. Matematikken i seg selv er
ingenting uten koblingene til den virkelige verden, og verden gir heller ikke mening uten
koblingene til matematikken. Deler av forstaelsen i matematikk ligger altsa i det & se hvor det
kan brukes (Freudenthal, 1973, s. 132-134). Nar det kommer til andregradslikninger for
videregaendeelever, handler dette mye om & se hvor mye i dagliglivet som kan representeres
som andregradslikninger. Bevegelser i parabelform, og store deler av fysikkundervisningen vil
kreve at en kunnskapspakke inneholder temaet andregradslikninger, og hvordan en kan lgse
disse. Det a knytte fagstoffet opp mot en relevans i elevenes liv vil ogsa gjgre den mer
meningsfull og i starre grad kunne skape motivasjon hos elevene for & faktisk ville forsta

fremfor & reprodusere.

Matematikkundervisning som falger prinsippene til Freudenthal (1973) lar elevene selv
konstruere sin nye kunnskap, ved a benytte seg av den kunnskapen de allerede har. Det vil vaere
vanskelig & lere matematikken alene, uten & se den i sammenheng med tidligere laert
matematikk og andre fagfelt hvor matematikken er en viktig byggestein. Disse ideene har veaert

viktige i planleggingen av undervisningstimene til mitt masterprosjekt.

2.7 Undersgkende matematikkundervisning®

I lgpet av undervisningsopplegget ble elevene ved flere anledninger satt til 3 jobbe utforskende.
De fikk en oppgave knyttet til den geometriske forklaringen bak fullstendig kvadrat, og senere
fikk de i oppgave & benytte seg av det de hadde lzert sa langt til & forsgke a utlede abc-formelen
selv. De ble gitt en oppgave der de skulle lgse en generell andregradslikning,
ax? + bx + ¢ = 0, ved a bruke det de tidligere har lart, og uten a ha fatt presentert hvordan

lasningen ser ut. Denne delen av undervisningen var det vi kan kalle for undersgkende.

Blomhgj (2016, s. 156-158) skriver om undersgkende undervisning, og hva som ma vere pa
plass for a gjgre det mulig for elevene a ha et faglig utbytte av opplegget. Undersgkende
matematikkundervisning kan deles inn i tre hovedfaser; iscenesettelse, elevenes selvstendige

arbeid og refleksjon. Fasen med iscenesettelse gar ut pa a sette rammene for oppgaven, bade i

5 Deler av teksten i dette kapitlet er identisk med tekst fra eksamen i emnet PFF-3101
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tilgjengelige ressurser, tid og omfang. Neste fase er der elevene utforsker. Her ma de fa tid til
a diskutere, undre, prave og feile. Den siste fasen gar ut pa a trekke sammen det elevene har
funnet ut av i en felles faglig refleksjon (Blomhgj, 2016, s. 156-158).

Undersgkende opplegg baserer seg gjerne pa at elevene skal finne ut av noe nytt, gjennom a
bruke det de allerede kan. Dette stgttes ogsa opp av teorien fra Freudenthal (1973), som skriver
at elevene selv ma oppdage de matematiske konseptene for & forsta de. Dermed vil et
undersgkende undervisningsinnslag kunne vaere med pa a tilrettelegge for at elevene skal kunne

oppna strukturforstaelse.

2.8 Kunnskapspakker®

Matematikk er et komplekst fag, der mye henger sammen, og er uforstaelig alene. Derfor vil
det veere av stor betydning hvorvidt elevene har leert det de skal i tidligere matematikktimer.
Det & se pa elevenes forstaelse og strukturforstaelse innen abc-formelen, vil derfor ogsa matte
ses i tilknytning til det de har laert eller ikke tidligere, og konsepter de ma kjenne til for & na
kunne lere seg dette nye fagstoffet. Ma (1999, s. 14-15) refererer til begrepet "knowledge
package”, eller kunnskapspakker som vi kan oversette det til, som de prosedyrene og
konseptene man ma kjenne til for & forstd nye matematiske sammenhenger. Matematiske
konsepter er ikke enkeltstdende, men kommer i sammensatte pakker. For & undervise i nye
matematiske konsepter, ma man kjenne til de ideene konseptene bygger pa, for & skape
sammenheng for elevene (Ma, 1999, s. 14-15). Dersom man trekker inn mange nye konsepter
pa samme tid, blir det vanskelig for elevene & henge med. Den matematiske grunnmuren ma

altsa veere bygd fer de kan begynne & innrede rommene i huset med nye matematiske konsepter.

Det at nye ideer ma ha en sammenheng med kjente ideer, finner vi igjen i konstruktivistisk
leeringsteori. Nar elevene skal sette seg inn i nytt fagstoff, bygger de videre pa prinsipper de
allerede kjenner til, for a4 skape mening. Ny informasjon vil tolkes og bearbeides med
utgangspunkt i det de har leert og forstatt tidligere (Skaalvik & Skaalvik, 2018, s. 57). For a
oppna strukturforstaelse i matematikk er dette ogsa sveert viktig, da en stor del av forstaelsen er
a se sammenhenger, og knytte nye ideer til kjent kunnskap. Derfor er det viktig at
undervisningen tar utgangspunkt i ideer elevene kjenner til fra for, for sa a utdype disse til nye

relasjoner, fremfor & presentere matematikkfaget som en liste med enkeltstaende regler som

6 Deler av teksten i dette kapitlet er identisk med tekst fra eksamen i emnet PFF-3101
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skal memoreres. Dette kommer ogsa frem i Freudenthal (1973) teori om & oppdage og anvende
matematikken pa egenhand.

Undervisning som bygger pa kjente konsepter hos elevene, for sa & utvide og bygge videre pa
disse, vil vaere gunstig. Dette gjelder ogsa nar man skal trekke inn utledninger og bevis i
undervisningen. Ifglge Dreyfus et al. (2012) og Grabiner (2012) er visuelle bevis enklere for
elevene a forsta. | tillegg skriver Dreyfus et al. (2012) at bevis og utledninger som kun tar
utgangspunkt i matematiske konsepter elevene er kjent med fra fer og er trygge i, vil ha hgyere

suksess i klasserommet nar det kommer til elevenes forstéelse.

2.8.1 Kunnskapspakker knyttet til & lgse andregradslikninger

Nar elevene skal lzre a lgse andregradslikninger vil det vaere mange ideer satt sammen til den
kunnskapspakken som kreves for a forstd dette — og kanskje enda flere for & oppna
strukturforstaelse og ikke bare regelforstaelse. Metoden med fullstendig kvadrat krever bade
mye aritmetikk og algebra, samtidig som geometrien kanskje kan komme inn som et visuelt
hjelpemiddel dersom elevene er trygge pa dette fra for. Selv om det vil kunne oppleves
krevende for elevene, og kanskije til og med meningslgst & skulle finne ut av abc-formelen
fremfor & bare kunne benytte seg av den i oppgavelgsning, sa peker altsa tidligere forskning pa

at strukturforstaelse er viktig for & mestre matematikkfaget.

| figuren pa neste side har jeg laget et tankekart over de viktigste matematiske konseptene jeg

tenker elevene ma mestre for & henge med pa utledningen av abc-formelen.
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Kvadratsetningene

Forsta hva en koeffisient er;
a, b og ci formelen

a’b "er" et rektangel
(og a*a er et kvadrat)

Fullstendig kvadrat

Hvordan ser a™b ut?

Lase likninger

Utlede abc-formelen
ved bruk av
fullstendig kvadrat

Likhetstegnet - det som gjeres pa én side,
ma gjeres pa andre siden ogsa

Det er mange rektangler med samme areal,
men bare ett kvadrat

Aritmetikk
[Felles nevner}—(smknegning]

Regnerekkefalge

Kvadrattall

Potensregning

Brudden brak l
Kvadratretter

Figur 12: Kunnskapspakke — grunnlaget for utlede abc-formelen
Det er mye matematikk elevene ma kjenne til og kunne anvende far de har grunnlaget til a

forsta hvor denne formelen kommer fra og hvorfor vi kan bruke den.

Til sammenlikning kan vi sette opp et liknende tankekart med kunnskapspakken som kreves
for & kun anvende abc-formelen, uten ytterligere refleksjoner over hvor den kommer fra eller

hvorfor den fungerer.

[Fursta hva en koeffisient er; abogci fﬂrme\en]

Bruke abc-formelen

Regnerekkefalge

Aritmetikk

Kvadratratter

Brakregning

Potensregning l

Figur 13: Kunnskapspakke — grunnlaget for & bruke abc-formelen
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Fra denne figuren ser vi at kunnskapspakken som kreves for & lgse en andregradslikning ved
bruk av abc-formelen er langt mindre komplisert enn den for a utlede formelen, og stiller faerre

krav til elevenes forkunnskaper.

2.9 Sosiomatematisk norm

| prosessen av a legge opp til en undervisning som har som mal & legge til rette for
strukturforstaelse hos elevene, blir ogsa begrepet sosiomatematisk norm, som Yackel og Cobb
(1996) introduserer, relevant. De sosiomatematiske normene handler om hva som er
matematisk elegant, matematisk ulikt og hva som er en matematisk Igsning, sett fra allmenheten
i, for eksempel, et klasserom (Yackel & Cobb, 1996, s. 461). De sosiomatematiske normene
som er etablert i et klasserom vil derfor vaere med pa a pavirke hvordan elevene bade lgser
oppgaver i timene, og hva de anser som det viktigste a ta med seg fra undervisningsgktene.
Yackel og Cobb (1996) nevner at elevenes oppfatning av hva som teller som en akseptabel
lesning, forklaring og argumentasjon endres og utvikles over tid, og serlig i mgte med
undersgkelsesbasert undervisning. Trekker vi dette sammen med det Mellin-Olsen (1981)
skriver om ulike typer forstaelse, vil vi nok kunne se at i ulike klasser vil det vaere variasjoner
blant hvorvidt det er regelforstaelsen og de regelbaserte lgsningene som er normen, eller om
det i starre grad er det & forstd og argumentere for strukturene og bakgrunnen til matematikken

som er vektlagt i det elevene legger frem som en gyldig, akseptabel lgsning.

| forkant av undervisningsgktene mine var det derfor allerede etablert sosiomatematiske normer
blant elevene i klasserommet, og sammen med lereren. Elevenes og leererens syn pa hva som
er en akseptabel matematisk lgsningsmetode og lasning var allerede til stede, og med et

undervisningsopplegg der hensikten er & gjere endringer, vil disse etablerte normene spille inn.
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3 Metode

| dette kapitlet vil jeg presentere metodene jeg har valgt for & undersgke min problemstilling.
Jeg vil farst legge frem den kvalitative hovedteorien jeg har benyttet meg av. Jeg vil ogsa kort
presentere selve opplegget jeg gjennomferte sammen med klassen, og datainnsamlingen som
ble gjort underveis, far jeg gar gjennom analysemetoden jeg benyttet meg av. Til slutt vil jeg
drgfte oppgavens validitet og reliabilitet, far jeg avslutter med de forskningsetiske hensynene

som ligger til grunn for prosjektet.

3.1 Kvalitativ metode’

For a undersgke problemstillingen min gjennomfarte jeg en studie som i hovedsak er kvalitativ.
Kvalitative studier er godt egnet til & forske pa deltakernes perspektiv (Postholm, 2020, s. 17),
sa da jeg gnsket a se pa elevforstaelse innenfor lgsning av andregradslikninger, ville det veere
gunstig a fokusere pa elevenes fremgangsmater og resultater. Malet med kvalitativ forskning er
ikke & undersgke noe som kan generaliseres til a gjelde i alle liknende tilfeller. Malet er heller
a ga i dybden pa ett bestemt omrade, samtidig som forskningsprosessen gjgres sa transparent
som mulig, slik at det da er opp til leseren a avgjgre om resultatene kan overfgres til en aktuell
situasjon (Postholm, 2020, s. 37-39). Dette vil ogsa vere tilfellet i min studie. Jeg gjennomfarte
et undervisningsopplegg i en matematikklasse pa videregaende skole, samlet inn resultater fra
oppgaver i- og etter- undervisningen, og analyserte disse i ettertid. Her var hensikten a vurdere
hvorvidt elevene klarte & vise forstaelse for det vi hadde veert gjennom, hvordan forstaelsen

kom til uttrykk, og om det var mulig & skille pa de ulike typene forstaelse.

3.1.1 Designforskning

Metoden i et forskningsprosjekt handler om hvordan man velger & samle inn data til
forskningen, og hvordan man i ettertid velger & analysere den (Bakker, 2019, s. 7). Den
kvalitative metoden jeg har valgt & bruke i mitt masterprosjekt er designforskning. Det er en
metode brukt i forskning pa undervisning, og hensikten er a prgve a finne ut av hvordan noe
kan- eller burde- veere, fremfor a se pa hvordan det er i dag (Bakker, 2019, s. 3). | mitt
undervisningsopplegg gnsket jeg & se pa hvorvidt det a benytte seg av elevenes kunnskap i
geometri, herunder greinene tilhgrende Geometri fra Figur 12: Kunnskapspakke — grunnlaget

for utlede abc-formelen, i tillegg til a bruke tid pa metodene for utledningen av abc-formelen,

7 Noe av teksten i dette delkapitlet er identisk med tekst fra eksamen i emnet PFF-3101

Side 22 av 67



ville bidra til at de i stgrre grad sd matematiske sammenhenger og oppnadde noe som er
nermere strukturforstaelse enn regelforstaelse. Jeg gnsket altsd a undersgke fglgene av
endringen av et undervisningsdesign, og derfor falt valget naturlig pa designforskning. |
designforskning er malet & arbeide mot et undervisningsdesign som lgser et problem med
undervisningssituasjonen slik den er i dag. Designet utformes, utvikles og revideres basert pa
tidligere forskning. Det er altsa en refleksiv, syklisk prosess, hvor man utvikler og endrer
opplegg underveis for & fa innsyn i hva som fungerer og hvordan og hvorfor det gjer det,
samtidig som man forsgker a finne variasjoner som kan fungere enda bedre (Bakker, 2019, s.
15). | trad med dette brukte jeg mye tid pa a planlegge undervisningstimene i forkant, og
reflektere over hva som kunne veert gjort annerledes i forberedelse til neste time, i etterkant.
Den sykliske delen av prosessen ble noe begrenset grunnet omfanget som naturlig begrenses av
en masteroppgave. Det hele ble kun gjennomfart én gang, og derfor vektla jeg & skrive logg i

etterkant av timene, for & kunne reflektere over mulige forbedringer underveis.

Selv om designforskning ser pa nye mater a undervise pa, behgver ikke malet & veere a finne
den ene beste maten & undervise pa, men heller a fa et innblikk i hvorvidt et «fokusskifte» i
undervisningen vil ha innvirkning pa hva elevene sitter igjen med av matematisk kompetanse i
ettertid. Det & se pa en endring i undervisningsmetode og konsekvensene det farer med seg er
det som er essensen i designforskning. 1 min oppgave er hovedpoenget & se pa om det a
inkludere geometriske forklaringer nar elevene jobbet med andregradslikninger, fremfor & kun
se pa algebraen, medfarte at elevene i starre grad forsto hvorfor og ikke bare hvordan. En
gjennomfaring av et slikt undervisningsopplegg gir respons pa om det er fordelaktig a legge
fokus over pa det visuelle og geometrien, og det a la elevene undersgke selv for 8 komme frem
til abc-formelen. | etterkant av opplegget sitter man igjen med en mening angaende hva som
fungerte bra, og hva som kunne vert gjort annerledes — for & nettopp kunne forbedre et

undervisningsopplegg eller -design.

Dette har jeg forsgkt a gjgre gjennom mitt forskningsprosjekt. Jeg har gjort endringer i
undervisningen elevene vanligvis fglger for & se pa om dette har noen konsekvenser nar det
kommer til elevenes strukturforstaelse innenfor et matematisk emne. Gjennom a se pa
elevbesvarelser i etterkant av opplegget har jeg erfart og gjort meg opp noen meninger angaende
hvorvidt denne maten, eller dette undervisningsdesignet er hensiktsmessig nar det kommer til

undervisning av det aktuelle emnet.
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3.2 Utvalg

Hele prosjektet med undervisningsopplegg og oppgaver underveis og i etterkant ble
gjennomfart i en videregaendeklasse som har faget matematikk 1T, altsa teoretisk matematikk,
forste aret pa videregaende. | klassen var det 24 elever, og 18 var til stede under
utledningsoppgaven, og 15 under prgven i etterkant av opplegget. Valget falt pa nettopp dette
klassetrinnet fordi i dette faget laerer elevene for farste gang a lgse andregradslikninger, og det
er dermed ogsa her elevene mgter abc-formelen. Samtidig er 1T et fag som legger grunnlaget
for videre matematikkfag hvor andregradslikninger og lgsning av disse vil veere sentralt. |
lereplanen for faget star det at i lgpet av aret skal elevene kunne lgse andregradslikninger i
tillegg til at de skal kunne lese, forsta og skrive egne bevis (Kunnskapsdepartementet, 2019).
Med bakgrunn i dette vurderte jeg at en gjennomfering av et undervisningsopplegg pa dette
klassetrinnet var velegnet til & belyse problemstillingen min, angaende hvordan vektlegging pa
geometriske fremstillinger og forklaringer vil kunne bidra til & gi elevene strukturforstaelse

fremfor regelforstaelse av abc-formelen.

Masterprosjektet ble gjennomfart som en del av 5.arspraksisen pa studiet, jeg var derfor inne i
en klasse jeg ikke hadde sa god kjennskap til fra fgr. Jeg hadde veert innom klassen som vikar
tidligere, og derfor kjente jeg litt til elevene, og de litt til meg. Jeg var i tillegg innom klassen i
forkant av undervisningsopplegget for a forklare hva jeg skulle gjere, og hva som skulle samles
inn. Da jeg senere gikk i gang med undervisningen og datainnsamlingen, hadde jeg derfor en
liten relasjon til elevene, som jeg tror var en fordel for den muntlige deltagelsen i timene.
Underveis i timene satt elevene gruppevis pa mellom fire til seks elever per gruppe. De var godt
vant med & diskutere i disse gruppene, og det var derfor noe jeg benyttet meg av i planleggingen

av undervisningen.

3.3 Undervisningsopplegget

For & undersgke hvorvidt et fokus pa geometri i forklaringene vil kunne styrke elevenes
strukturforstaelse av andregradslikninger, gjennomfgrte jeg et undervisningsopplegg over tre
gkter i klassen. De fgrste to gktene handlet om metoden med fullstendig kvadrat for a lgse
likninger, og i den siste timen ble elevene presentert for andregradsformelen.
Undervisningsgktene tok utgangspunkt i undervisningsmateriell pd den digitale
leeringsplattformen, Campus Inkrement, som elevene fulgte fra for. Elevene sa en video om det
aktuelle undervisningstemaet i forkant av timene, i tillegg til & lase noen oppgaver innen emnet.

Til mine undervisningstimer fortsatte elevene med slik videolekse i forkant, ogsa jobbet vi
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videre, med bade utdypninger av forklaringene i videoen, men ogsa andre forklaringer, i timene.
Dette var noe som var gnsket fra matteleereren til klassen, sa jeg valgte derfor a fortsette a gi
videoene i lekse til elevene. Videre valgte jeg a se pa det som en mulighet for elevene a fa
forklaringer fra ulike vinklinger, som slik kunne bidra til & gke deres forstaelse, og dermed ble

videoene et positivt supplement i prosjektet.

Senere i oppgaven vil jeg ga i detalj og forklare hvordan de aktuelle undervisningstimene ble
gjennomfart, og refleksjoner og endringer som ble gjort underveis. | kvalitative studier og
designforskning er det viktig at prosessen fremstilles sa apent og transparent som mulig, slik at
overfaringsverdien til liknende situasjoner kan vurderes av leseren i ettertid. En del av
prosessen i designforskningen er ogsa a utvikle og revidere undervisningsdesignet underveis
(Bakker, 2019). Jeg vil derfor her legge frem hvordan jeg la opp de tre undervisningsgktene jeg

hadde med klassen, og begrunne valgene jeg tok basert pa teori i et eget kapittel.

3.4 Datainnsamling

Forstaelse er et fenomen det vil vaere vanskelig & male direkte hos en elev. Jeg har likevel valgt
ut noen innsamlingsmetoder jeg tenker kan vare hensiktsmessige for & svare pa
problemstillingen, og for & kunne diskutere hvorvidt det er strukturforstaelse til stede hos

elevene eller ikke etter de aktuelle undervisningstimene.

Jeg har valgt a vektlegge skriftlige besvarelser fra elevene i klassen som grunnlag for & svare
pa problemstillingen. Dette valgte jeg a gjere for a gi elevene en «lik» svararena, sammenliknet
med for eksempel et intervju, der spgrsmal og oppfalgingsspgrsmal kunne virke ledende. Ved
a se pa elevbesvarelser som ikke er knyttet opp mot navn vil ogsa min analyse av besvarelsene

vaere mer objektiv og mindre preget av relasjonen til den enkelte elev.

En annen grunn til at jeg kun valgte a bruke skriftlige elevbesvarelser som datamateriale, er at
det flere steder i leereplanen star at elevene skal forstd diverse konsepter, som for eksempel
ulike bevis. Samtidig er det hvert ar sensorer rundt om i landet som skal bedemme hvorvidt
denne forstaelsen er til stede hos den enkelte elev, basert pa skriftlige oppgavebesvarelser.
Derfor tenkte jeg det ville vaere bade relevant, og ogsa leererikt a se pA om man klarer &
klassifisere om det er forstaelse tilstede hos elevene basert pa kun dette, og samtidig hvorvidt
man klarer & skille mellom regelforstaelse og strukturforstaelse. 1 tillegg il

oppgavebesvarelsene, skrev jeg ogsa logg med tanker og refleksjoner etter hver
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undervisningsgkt, og disse brukte jeg til forbedring og forberedelse av de senere

undervisningstimene og til analysen.

3.4.1 Utledning og oppgaver fra prgve

Undervisningsopplegget elevene fulgte gikk ut pa at de ferst introduseres til det a lage
fullstendige kvadrat. Timen etter dette ble brukt for & lgse andregradslikninger ved bruk av den
metoden, fgr det sa i den tredje timen ble oppsummert til abc-formelen. Mot slutten av den
andre undervisningsgkten fikk elevene i oppgave & lgse likningen ax? + bx + ¢ = 0. Ved &
bruke metoden med fullstendig kvadrat vil de da kunne komme et godt stykke pa vei mot a
utlede abc-formelen pa egenhand. Besvarelsene fra denne oppgaven samlet jeg inn til analyse.

En stund etter undervisningsgktene hadde elevene en kapitteltest innunder temaet likninger. Til
kapitteltesten hadde jeg valgt ut enkelte oppgaver for a se pa i ettertid. Disse oppgavene
oppfordret og la til rette for at elevene skulle benytte seg av ulike lgsningsmetoder. Hensikten
her var & se pa hvilke lgsningsmetoder elevene valgte a benytte seg av etter
undervisningstimene. En av oppgavevene var at de skulle lgse én andregradslikning pa formen
ax? + bx + ¢ = 0 pa to ulike méter. Hensikten da var a fa elevene til & tenke pa flere mater
enn kun sin foretrukne lgsningsmetode, som trolig for de fleste som lgser andregradslikninger
manuelt, er ved hjelp av abc-formelen. Pa den samme prgven var det ogsd oppgaver med
andregradslikninger som manglet enten b- eller c- leddet. Disse kan lgses bade med- og uten- &
bruke abc-formelen, og det jeg da gnsket a se pa var om elevene handlet pa automatikk og
likevel valgte a bruke abc-formelen for & komme frem til svaret, da det vil kunne vere et tegn
pa regelforstaelse. Besvarelsene ble i etterkant av prgven samlet inn analysert.
Elevbesvarelsene har blitt analysert og brukt for a diskutere om elevene satt igjen med noe mer
enn bare abc-formelen som lgsningsmetode etter undervisningen, og hvordan de eventuelt laste
andregradslikninger pa andre mater i tillegg. Dette vil gi en indikasjon pa hvorvidt elevene
reproduserer en fremgangsmate de har pugget og husker, eller om de har et starre matematisk
overblikk. Dersom elevene stadig velger abc-formelen vil dette veere et tegn pa regelforstaelse,
da det kan bety at de husker en oppskrift pa en fremgangsmate fremfor a forsta matematikken

og de andre mulige lgsningene.

3.5 Analysemetode

Analyseprosessen i kvalitativ forskning er sjelden en linezr prosess, men heller en dynamisk

prosess. | designforskning vil denne prosessen starte allerede i fagrste undervisningsgkt, og

strekke seg til lenge etter at selve undervisningen og datainnsamlingen er avsluttet (Postholm,
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2020, s. 86-87). Det er ogsa tilfellet i mitt prosjekt. | kvalitative forskningsprosjekter finnes det
flere ulike fremgangsmater for & analysere datamaterialet og forskjellige mater & sammenfatte
datamaterialet til konkrete funn. I min oppgave har jeg valgt a fglge stegene i analysemetoden
innholdsanalyse (content analysis), beskrevet av Elo og Kyngas (2008) som jeg gar naermere

inn i videre.

3.5.1 Innholdsanalyse

Innholdsanalyse er en analysemetode som kan benyttes for & analysere skriftlig innsamlet
datamateriale, enten deduktivt og induktivt , eller som en kombinasjon av dem begge (Elo &
Kyngas, 2008). | arbeidet her vil jeg analysere skriftlige elevbesvarelser pa oppgaver bade fra
matematikkundervisningen, og fra prever i etterkant av undervisningsopplegget. Den induktive
tilnermingen til datamaterialet har man dersom man ikke har tilstrekkelig informasjon eller
kunnskap om fenomenet man gnsker a undersgke, man gar fra noe spesifikt til noe generelt (Elo
& Kyngas, 2008). Pa den andre siden har vi den deduktive tilnsermingen — den er fullstendig
basert pa tidligere, allerede kjent kunnskap, og her beveger man seg fra det generelle til det
spesifikke (Elo & Kyngas, 2008). | mange tilfeller vil det vaere naturlig & kombinere begge

disse fremgangsmatene i analysen av et datamateriale.

Elo og Kyngés (2008) deler innholdsanalysen inn i tre steg, forberedelsesfasen,
organiseringsfasen og rapporteringsfasen (preparation, organizing og reporting).
Forberedelsesfasen handler i hovedsak om & bli kjent med innholdet i materialet, og starte a se
for seg hvor analysen vil kunne ga videre. | denne fasen danner man seg noen kategorier, man
tenker at materialet vil passe innunder, gjerne basert pa tidligere forskning, dersom man velger
en deduktiv tilnerming. Hvis man derimot ikke har disse forhandsplanlagte kategoriene, og

man analyserer induktivt, vil disse kategoriene bli til underveis (Elo & Kyngés, 2008).

I den induktive organiseringsfasen leser man over materialet og noterer ned stikkord og
kategorier underveis, i det som kalles den dpne delen av kodingsfasen (Elo & Kyngés, 2008). |
den deduktive organiseringsfasen handler organiseringssteget om a danne en matrise over de
ulike kategoriene man har tenkt at datamaterialet skal passe innunder. Her kan man ogsa blande
sammen den induktive og deduktive fremgangsmaten, ved at noen av kategoriene finnes pa

forhand i matrisen, mens andre blir til underveis (Elo & Kyngas, 2008).

Det siste steget i innholdsanalysen handler om & sammenfatte og rapportere kategoriene og
hvilke funn de ender med & representere. Elo og Kyngés (2008) nevner at organiseringsfasen
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kan veere bade deduktiv og en induktiv. Nar jeg senere i oppgaven presenterer min analyse, har
jeg valgt a ta utgangspunkt i deres analyseteori, og benytte meg av en blanding mellom deduktiv

og induktiv organisering.

3.5.1 Deskriptiv statistikk

For 4 svare pa problemstillingen har jeg sett pa elevhesvarelser fra oppgaver i
undervisningstimer, i tillegg til oppgaver fra en matematikkpreve elevene hadde i etterkant av
undervisningsopplegget. For a kunne vurdere strukturforstaelsen i helheten av klassen var det
derfor aktuelt & se pa mer kvantitative aspekter ved datamaterialet ogsa. Antall elever som har
lgst oppgaven pa den ene eller andre maten er med pa & forklare hvor godt eller ikke
undervisningsopplegget lyktes i & skape strukturforstaelsen jeg var ute etter a se pa. | tillegg til
a se pa innholdet og arsaker til elevenes lgsningsmetoder, har jeg ogsa sett pa antall elever som
har valgt ulike metoder, og satt dette opp i en tabell for & fa en samlet oversikt. Det & benytte
seg av tabeller for & fa oversikt og se helheten i et datasett, og videre trekke ut informasjon
derfra, kalles deskriptiv statistikk (Befring, 1969), og dette har jeg valgt som et supplement i

analysen i oppgaven.

3.6 Validitet og reliabilitet

Validitet i en kvalitativ studie handler om hvorvidt man faktisk finner ut det man gnsker a finne
ut (Bakker, 2019, s. 88-89). Det er viktig at det er en sammenheng mellom problemstillingen,
funnene i analysen og til slutt konklusjonene man kommer frem til. Nar det kommer til
validiteten av en kvalitativ studie, er noe av det viktigste at metoden og analysen kommer godt
nok frem til at leseren selv kan avgjare overfaringsverdien til andre situasjoner (Elo & Kyngas,
2008). For a styrke validiteten i min oppgave har jeg derfor veert ngye med a legge frem og

synliggjere hele prosessen etter beste evne.

Bakker (2019) nevner at reliabiliteten til et forskningsprosjekt i hovedsak baserer seg pa om
funnene man kommer frem til kun er gyldige i det bestemte prosjektet, eller om man kunne
forventet lignende funn dersom det samme opplegget ble gjennomfert i en annen,
sammenlignbar situasjon. Dette er noe jeg har veert bevisst pa i prosessen, serlig siden det hele
kun er gjennomfart én gang, med én klasse. For & gke bade validiteten og reliabiliteten har jeg
derfor vektlagt det & vere transparent i hele prosessen, fra planlegging av undervisning og
undervisning, og til datainnsamling og analyse. Etterpa har jeg brukt tid pa a beskrive dette pa
en detaljert og ngyaktig mate, slik at det er enklere for leseren & avgjgre hvorvidt koblingene

jeg har foretatt i oppgaven, kan overfgres til andre undervisningssituasjoner. Dette er ogsa
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viktig i forbindelse med at jeg tar med meg min egen forforstaelse inn i prosjektet. Som forsker
tar man med seg egne oppfatninger av arsaker og konsekvenser av konsepter, og ved a

transparent legge frem hele prosessen, minsker man rommet for feiltolkninger betraktelig.

3.7 Forskningsetikk
| dette delkapitlet vil jeg ta for meg viktige forskningsetiske hensyn jeg har vektlagt underveis
I forskningsprosessen. De forskningsetiske aspektene har vert med gjennom alt fra

planleggingen, til datainnsamlingen og videre inn i skriveprosessen.

Den nasjonale forskningsetiske komité for samfunnsvitenskap og humaniora (NESH)
utarbeider nasjonale, forskningsetiske retningslinjer. Disse retningslinjene skal sammen forme
et sett normer som skal legge til rette for at forskning gjennomfgres pa en faglig forsvarlig mate
(Staksrud et al., 2021). Staksrud et al. (2021) presiserer ogsa viktigheten av at de
forskningsetiske retningslinjene tas med i alle valg i forskningsprosessen, hele veien fra idé og
planlegging, videre til gjennomfering og til slutt publisering og formidling. Disse

retningslinjene har derfor ogsa statt i fokus gjennom mitt masterprosjekt.

De etiske retningslinjene er delt i fem deler (A-E), som gar inn pa de viktigste forskningsetiske
forpliktelsene (Staksrud et al., 2021). Under vil jeg kort ga inn pa de viktigste hensynene jeg

har tatt stilling til i gjennomfaringen av dette masterprosjektet, basert pa de fem delene.

A. Forskerfellesskapet: Alle som bidrar til et forskningsfelt har et felles ansvar for &
anerkjenne og respektere andre forskere sine funn (Staksrud et al., 2021). Viktigheten
av dette star sterkt i min oppgave gjennom kreditering av andres arbeid underveis, og
ngyaktighet i kildefaringen.

B. Hensyn til personer: Som forsker har man et stort ansvar med hensyn pa personene som
deltar i forskningsprosjektet og deres rettigheter. | tillegg skal alles integritet og
sikkerhet settes hgyt (Staksrud et al., 2021). Dette er sikret gjennom informasjon til
deltakerne, slik at de skulle vaere i stand til 4 gi et informert samtykke til & delta. Elevene
fikk bade skriftlig og muntlig informasjon i forkant av prosjektet. De fikk vite hva det
innebar for dem & delta, at alt ble anonymisert underveis, og at de kunne trekke
samtykket tilbake dersom de gnsket det. Jeg syntes ogsa det var viktig a presisere
overfor elevene at prosjektet var rettet mot a se pa undervisningsformen og resultatene

av den, fremfor individuelle elevresultater. Hele prosjektet var ogsa sgkt inn og godkjent
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av Sikt (Kunnskapssektorens tjenesteleverandgr), for & sikre at gjennomfgringen og
datainnsamlingen ivaretok elevenes personvern.

. Grupper og institusjoner: Det er viktig & veere bevisst og ta hensyn til eventuelle sarbare
grupper og ta ekstra hensyn til disse i forskningsprosessen (Staksrud et al., 2021).
Hovedfokuset mitt, var & se pa forstaelsen til elevene. Det kan virke nert, personlig og
kanskje flaut for elevene, at det kommer noen utenfra og skal male deres forstaelse i
matematikk. Derfor forsgkte jeg a vere ekstra bevisst pa dette da jeg la frem prosjektet,
og fa tydelig frem for elevene at formalet med prosjektet ikke var a se pa forstaelsen til
den enkelte elev, men derimot a se pa sammenhengen mellom endring i
undervisningsform, og prestasjoner i klassen overordnet sett.

. Oppdragsgivere, finansgrer og samarbeidspartnere: Dette punktet var ikke relevant i
mitt masterprosjekt.

. Forskningsformidling: Et av ansvarsomradene til forskere er & formidle den
gjennomfgrte forskningen, ikke bare resultatene, men hele prosessen (Staksrud et al.,
2021). Det er derfor viktig at arbeidsmatene og funnene presenteres pa en transparent
og etterprgvbar mate, for & sikre formidling pa en god og sikker mate. Dette har jeg gjort

gjennom en apen skriftlig fremstilling av forskningen i denne oppgaven.
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4 Undervisningsdesign

Problemstillingen Hvordan kan en undervisning som har til mal a legge til rette for at elevene
sitter igjen med strukturforstaelse av abc-formelen, se ut?, handler i hovedsak om
undervisningsopplegget og hvorvidt det fungerte for & hjelpe elevene. Hoveddelen av
masterprosjektet mitt er derfor knyttet til selve undervisningen. For & gjgre denne prosessen
transparent, og fa frem endringene og tilhgrende refleksjoner underveis er det viktig a legge
frem hvordan undervisningen ble gjennomfert. Jeg vil i dette kapitlet derfor presentere de tre
undervisningsgktene jeg hadde med klassen. Her vil jeg bade ga inn pa gjennomfaringen av
gktene, og refleksjoner og endringer som ble gjort i ettertid, da dette er sentral del av prosessen
i designforskning (Bakker, 2019, s. 15).

4.1 Undervisningstime 1 — Fullstendig kvadrat
| forkant av den farste undervisningstimen hadde elevene sett videoen «Fullstendige kvadrater»
(Thue, (u.d.)-a). Vi startet derfor undervisningsgkten med oppgaver inne pa Campus Inkrement

som var basert pa disse videoene.

Faktoriser uttrykket.

Svarboks hos elev Vis fasit

22 4+ 8z + 16 =

Figur 14: Undervisningstime 1 - oppgave Campus Inkrement (Thue, (u.4.)-a)

Som nevnt i Kapittel 2.3.1 vektlegges huskeregelen «halvere — kvadrere — addere» som
fremgangsmaten for a lage fullstendig kvadrat. Vi startet derfor med tavlegjennomgang av
oppgaven over, der elevene fikk beskjed om a forklare hvordan de ville lgse den. Derfra gikk

jeg videre til a trekke inn geometriske forklaringer av metoden.

Jeg startet med a sparre klassen om hvorfor det heter «fullstendig kvadrat». Her svarte noen at
det matte ha noe med kvadrattall & gjare, og derfra gikk vi over til geometriske fremstillinger
og kvadratet. Da tegnet jeg opp bade et kvadrat og et rektangel pa tavla, og spurte hvordan vi
kunne skrive arealet pa disse figurene. Med litt hjelp til & sette navn pa sidelengdene kom vi

frem til a? for kvadratet og ab for rektangelet. For & videre knytte dette opp mot & lage

Side 31 av 67



fullstendig kvadrat slik de hadde sett i videoen pa forhand, tegnet jeg et rektangel med

sidelengder x og (x + 2), som da hadde areal x? + 2x som vist i figuren under.

Figur 15: Undervisningsgkt 1 — lage fullstendig kvadrat

Videre gikk vi inn pa hvordan dette kunne omformes fra et rektangel til et kvadrat, ved a bruke
stegene fra videoen, halvere — kvadrere — addere, bare at na skulle vi gjgre det med rektanglet
pa tavla. Her valgte jeg a knytte stegene til det de allerede hadde sett i videoen, for a kunne se
det i ssmmenheng med noe de kunne litt fra for. Dette tegnet jeg opp pa tavla, slik som figuren

under viser.
1
+ +
a
X o ox(x+d) X + 1 -l Dy e 1y
1
X + 9~ )( + 1 )( + 1

Figur 16: Undervisningsgkt 1 - lage fullstendig kvadrat, tavieeksempel
Etter dette fikk elevene en praktisk oppgave. Alle fikk utdelt A4-ark, og oppgaven var at de
skulle klippe og pusle dette rektanglet til & veere et starst mulig kvadrat sa langt det lot seg gjare,
ved & bruke metoden med fullstendig kvadrat. Underveis mens elevene jobbet med dette i

grupper, gikk jeg rundt for & veilede slik at gruppene som sto fast, ogsa kom i gang.
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Figur 17: Undervisningsgkt 1 — praktisk elevoppgave

Da alle gruppene var kommet i mal med en figur slik den over, oppsummerte vi stegene i
felleskap, og jeg gikk gjennom hvorfor vi egentlig gnsket & omforme uttrykk pa rektangelform
til & veere pa kvadratform. For 4 illustrere dette tegnet jeg bade et rektangel og et kvadrat pa
tavla og sa at arealene til de to figurene var 16. Da vi skulle diskutere sidelengdene, ble det
ganske fort tydelig at det bare var én mulighet for sidelengder til kvadratet, men mange for
rektanglet. Dette er hele poenget med fullstendig kvadrat, og ogsa grunnideen og hovedarsaken
til at vi gnsker & blande geometrien og algebraen sammen. For dersom vi far omformet uttrykket
til et kvadrat, vet vi at det kun vil veere én bestemt sidelengde som vil kunne tilsvare et bestemt
areal. Dette prinsippet brukte jeg mye tid pa a fa frem, og vektla at det er det vi tar med oss nar

vi skal bruke metoden til & lgse likninger.

Refleksjoner og endringer

Det var flere didaktiske teorier som 14 til grunn for denne undervisnignsgkten. Hovedvekten i
gkten 13 pa det visuelle, og det & se sammenhengene med geometriske figurer, fremfor & kun fa
presentert bokstavene fra algebraen. Her stod Grabiner (2012) sin teori angaende visuelle bevis
sterkt. Ved a la elevene visuelt se konseptet med fullstendig kvadrat, var formalet at det skulle
hjelpe elevene a se forbindelsen nettopp mellom algebraen og geometrien nar det kom til

lasning av likninger.

Sekvensen fra timen der elevene selv skulle lage et fullstendig kvadrat sa langt det lot seg gjere,
ved hjelp av et Ad-ark, var bade stgttet opp av Grabiner (2012) sin teori om det visuelle, men
ogsa basert pa det Blomhgj (2016) og Freudenthal (1973) nevner om hvordan det a oppdage og

undersgke konseptene pa egenhand i stgrre grad legger til rette for forstaelse hos elevene.
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Det jeg erfarte etter denne farste undervisningen med elevene var at de samarbeidet godt i de
gruppene de satt i, og at det var noe jeg kunne spille videre pa i de senere undervisningstimene
nar det kom til & legge opp til diskusjon og utforskende opplegg videre. Samtidig virket det som
at elevene hang med pa tavleundervisningen i starten og tegningen av figurer der, siden de

deltok aktivt, sa dette var noe jeg tok med meg videre i planleggingen av neste time.

4.2 Undervisningstime 2 — Metoden med fullstendige kvadrater
Som forarbeid til den andre undervisningstimen hadde elevene sett videoen «Metoden med
fullstendige kvadrater» (Thue, (u.d.)-b). I denne videoen presenteres det hvordan man kan bruke
metoden med fullstendig kvadrat til & lgse likninger. I timen gjorde vi i stor grad det samme
som var gjort i videoen, men fokuset 1a pa det geometriske. Vi sa derfor pa hvordan vi kunne
bruke det vi hadde lert om fullstendig kvadrat til & lgse likningen x? + 4x —5=0,
geometrisk. Dette gjorde vi med en tavlegjennomgang som viste figurene underveis, likt

figurene under.

Figur 18: Undervisningsgkt 2 — Igse likning geometrisk

+

X -9 +a ‘ff:O
3

X + 3

Figur 19: Undervisningsgkt 2 — Igse likning geometrisk med fullstendig kvadrat

Fra dette ser vi at likningen x? + 4x — 5 = 0 kan omformes til (x + 2)? =9, og den kan vi

fremstille geometrisk som to kvadrater slik det er presentert i figuren under.
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Figur 20: Undervisningsgkt 2 — Igsning geometrisk likning

Fra denne figuren kan man se at x + 2 skal vare lik sidelengdene til et kvadrat med areal 9, og
fra dette vil man kunne finne en lgsning for x. Etter tavlegjennomgangen av denne oppgaven

jobbet elevene selvstendig med oppgaver, og lgste de bade geometrisk og algebraisk.

Den siste delen av timen fikk elevene en utfordrende oppgave. Etter & ha jobbet med flere
likninger pa formen ax? + bx + ¢ = 0, der alle koeffisientene a, b og c¢ hadde tallverdier,
skulle de na forsgke a lgse likningen helt generelt, med a bruke verktayene og metodene vi
hadde brukt mye tid pa tidligere i timen. Denne delen av timen var lagt opp til at elevene skulle
arbeide utforskende. Mange brukte en del tid pa & komme i gang, sa jeg ga et starthint pa tavla,
nemlig at vi deler alle ledd pa a for a fa likningen pa en litt mer kjent form for dem. Formalet
med dette var at elevene skulle gjgre seg opp en idé om hvordan man kan lage en generell

lgsning for andregradslikninger, far de i neste lekse-video ville fa abc-formelen presentert.

Refleksjoner og endringer

I denne undervisningsgkten var det ogsa Blomhgj (2016) og Freudenthal (1973) sine poeng fra
utforskende undervisningsopplegg sammen med konseptene bak & bygge ny kunnskap pa
tidligere kunnskap ved a veaere med i prosessen med a danne den selv, som I til grunn. Det var
ogsa her fokuset 1a da elevene selv skulle bruke den kunnskapen de hadde, til & forsgke a utlede
abc-formelen selv, da ideen med dette var at det skulle hjelpe dem pa veien mot

strukturforstaelse og forstaelse av sammenhengene i matematikken.

| ettertid av denne gkten reflekterte jeg, i samtale med min praksislarer, over utfallet av gkten,
og s&rlig over oppgaven av utforskende karakter. Av mulige forbedringer vi diskuterte var tid
et aspekt, men ogsa arbeidsmatene elevene var vant med fra far. Fra dette konkluderte jeg med
at elevene trengte mer tid til selve utledningsoppgaven, men ogsa kanskje til a i starre grad a
jobbe selv med geometrien og det visuelle, far de skulle begi seg ut pa en algebraisk utledning.

Side 35 av 67



4.3 Undervisningstime 3 - Andregradsformelen

| forkant av den tredje undervisnignsgkten hadde elevene ogsa videolekse. | videoen som heter
«Andregradsformelen» (Thue, (u.d.)-c), blir stegene i utledningen av abc-formelen
gjennomgatt. Altsa den samme utledningen elevene selv startet pa i timen far. Det vi brukte
timen pa var a se pa den samme utledningen, men her med geometri som forsterkende

forklaring. Pa tavla tegnet jeg derfor opp figurer slik det er vist i Figur 7 og Figur 8.

Videre ble timen brukt til & sammenfatte det vi hadde jobbet med tidligere, og forsgke a fa frem
at abc-formelen kom fra alt vi hadde jobbet med i de to timene, og at fremgangsmaten ikke var
ulik, men kanskje vanskeligere a henge med pa nar den kun var algebraisk. Resten av tiden

jobbet elevene videre med oppgaver.

Refleksjoner og endringer

| planleggingen av den siste timen vektla jeg sterkt & fa frem sammenhengen mellom
geometrien fra figurene og algebraen pa utledningsvideoen elevene sd som forberedelsen til
timen. Dette var for a igjen fokusere pa teorien om at det visuelle, og da serlig visuelle bevis
var styrkende for elevenes forstaelse, og i dette tilfellet, forstaelse av beviset og utledningen av
abc-formelen. De avsluttende refleksjonene av opplegget i sin helhet vil jeg komme tilbake til

i diskusjonen og sluttordene i denne oppgaven.
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5 Analyse og funn®

| dette kapitlet vil jeg legge frem resultatene av datainnsamlingen. Analysen av kvalitative
studier kan bade fglge faste oppskrifter, eller veere mer apne. Som nevnt tidligere vil jeg her i
oppgaven ta utgangspunkt i teori om innholdsanalyse fra Elo og Kyngés (2008). Siden analysen
baserer seg pa mine subjektive tolkninger og resonnementer, er det sarlig viktig & vere bevisst
min forforstaelse. Alt fra planleggingen av undervisning til na analysen av oppgaver pavirkes
av min forforstaelse og mine erfaringer. Bade hvordan jeg fikk fagstoffet presentert da jeg selv
gikk pa videregaende, og praksisperioder i lgpet av studiet har veert med pa a pavirke hvordan
opplegget i denne studien har endt opp med a vere. Derfor er det essensielt & gjare
forskningsprosessen og derunder analysen transparent, slik at leseren har mulighet til & vurdere
overfaringsverdien av funnene. | de neste delkapitlene vil jeg systematisk presentere funnene,
og legge frem bade de deduktive og induktive aspektene av analyseprosessen av de innsamlede
elevbesvarelsene. Underveis vil jeg ogsd trekke frem den deskriptive statistikken av
datamaterialet, herunder antall elever som valgte ulike lgsningsmetoder, og dette vil vaere med

pa a underbygge funnene i den kvalitative analysen.

5.1 Fremgangsmate og analyseprosessen

| dette delkapitlet forklarer jeg hvordan jeg gikk frem for & analysere de innsamlede
elevbesvarelsene. Da undervisningsopplegget var over, og besvarelsene fra utledningen av abc-
formelen og oppgavene fra prgvene var samlet inn, var tiden inne for a starte analyseprosessen.
For & kunne svare pa problemstillingen; Hvordan kan en undervisning som har til mal & legge
til rette for at elevene sitter igjen med strukturforstaelse av abc-formelen, se ut?, var det viktig
a finne en mate a kjenne igjen bade strukturforstaelse, men ogsa regelforstaelse fra de ulike
besvarelsene elevene hadde levert inn, for & videre bruke dette som argumenter pa hvorvidt
undervisningen bidro til den ene eller andre typen forstaelse. Siden jeg samlet inn bade
besvarelser av utledning fra den ene undervisningstimen, og lgsninger fra en preve elevene
hadde, var fremgangsmaten for analyse litt ulik, og jeg vil derfor ogsa dele dette kapitlet i to
deler. Begge analysene vil jeg bygge pa teorien om innholdsanalyse fra Elo og Kyngés (2008).

8 Deler av teksten i dette kapitlet er identisk med tekst fra eksamen i emnet PFF-3101
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5.2 Analyse av utledningsoppgaven
| dette delkapitlet vil jeg i korte trekk presentere tankene bak, og stegene i analysen av

utledningsoppgavene elevene forsgkte a lgse i lgpet av den andre undervisningstimen.

Forberedelse
Forberedelsesfasen handler om a bli kjent med datamaterialet. Her hadde jeg pa forhand laget

meg et fargekodingsskjema over utledingen av formelen, slik at jeg kunne ga inn i besvarelsene
og finne ut hvor langt eller hvor mange steg de hadde klart.

10) ax® hox +c =0 Op Pobeyynt kg,
@ xX+r%xs+f=o 1p I
@ IR =Eg Ly

@ Tl Tgd oGV T 42 MG lp

® (x +52) . -%’.f;: lp

o G 3 LT 1,

® x s AP 1p

X o+ 2 :3“’%{1&_' 1?

@ @

Figur 21: Analyse — stegene i abc-formel-utledningen og poengsystem

Hver farge her er et steg inn i den algebraiske utledningen av abc-formelen, som da falger
metoden med fullstendig kvadrat. Samtidig satte jeg opp et poengsystem for a kunne fa en
overordnet gjennomsnittlig poengsum over klassens prestasjon.

Organisering

Da kategoriene var satt opp i farste omgang ut fra hvor langt pa vei i utledningen elevene kom,
satte jeg meg ned og sa pa hva som sa ut til & veere arsaken til at elevene hadde stoppet pa det
steget de gjorde, og hva som sa ut til & veere hinderet for @ komme videre. Her tok jeg i bruk

greiner fra kunnskapstreet i Figur 12, som viste kunnskapspakkene som matte vare pa plass
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hos en elev for at hun/han skulle kunne gjare en slik utledning selvstendig, og brukte greinene

derfra som nye kategorier a sortere datamaterialet inn i.

Figur 22: Analyse — eksempelbesvarelse fra oppgaven med & utlede abc-formelen
Figuren over viser et eksempel pa hvordan fargekodingen sa ut i en elevbesvarelse. Noen av
stegene var en blanding av flere steg fra mitt oppsett over, og dermed falt enkelte linjer innunder

flere fargekoder.

Rapportering

Til slutt sasmmenfattet jeg resultatene i en deskriptiv tabell for & se poengmessig hvor langt
elevene kom, og kunne slik danne et gjennomsnitt over hvor langt de var kommet. Dette var
fordi elevene i stor grad kom veldig kort pa denne oppgaven, og derfor var statistikken en
tydelig mate & vise prestasjonene i denne oppgaven. I tillegg gikk jeg nermere inn pa hver
besvarelse, for & se pa hvilke matematikkunnskaper og kunnskapspakker som sa ut a vare

utfordrende i elevenes fremgang.

5.3 Analyse av oppgavene fra prgve
| dette delkapitlet vil jeg kort legge frem stegene i analysen av oppgavene fra elevenes

matteprgve i temaet likninger. Dette var relevant for & vurdere elevenes strukturforstaelse.

Forberedelse

| forberedelsen av analysen av oppgavene laget jeg ogsa ulike fargekoder, men her for hvilke
lasningsmetoder elevene hadde benyttet seg av, vist i bildet under. Enkelte av disse lagde jeg
pa forhand, mens andre ble til i magte med datamaterialet, da jeg sa hvordan elevene hadde valgt

a lgse oppgavene.
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Figur 23: Analyse — ulike lgsningsmetoder pa praveoppgaver

Fullstendig kvadrat er metoden vist i kapittel 2.1.1. Flytt og bytt og
likningen til formen x? = c der c er et kvadrattall, mens faktorisering og produktregelen kan
brukes nar likningen er pa formen x(x + d) = 0, for da vet man at enten den ene eller den
andre faktoren ma veere lik 0. er lgsningsmetoden vist i kapittel 2.1.2, mens
+ 0g - snarvei er en lgsningsmetode elevene larte pa et senere tidspunkt som baserer seg pa at
man finner de to lgsningene x;0gx, til likningen x2 + bx+c =0 ved relasjonen
X, + x, = —b samtidig som x; - x, = c. Den siste fargekoden, Ingen/feil lgsning, var dersom

elevene enten ikke gjorde oppgaven, eller dersom det var betydelige feil.

Organisering

Da kategoriene var satt opp gjennomgikk jeg besvarelsene og markerte Igsningene til elevene
slik som vist under. Her vektla jeg i liten grad hvorvidt svarene var helt korrekte, dersom det
var fortegnsfeil eller lignende, da det jeg ville fokusere pa var hvilken metode de valgte a
benytte seg av. Pa neste side er et eksempel pd hvordan en av elevbesvarelsene sa ut etter

fargekodingen.
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Figur 24: Analyse — eksempel fargekoding av en elevs prgvebesvarelse

En slik gjennomgang gjorde jeg med alle besvarelsene, og ferte opp dataene i en tabell. Denne
ga oversikt over hvilke metoder elevene benyttet seg av som en helhet, samtidig som

enkeltbesvarelsene var gode bilder pa selve lgsningene de kom frem til.

Rapportering

Etter a ha gjennomgatt alle elevbesvarelsene oppsummerte jeg lasningsmetodene elevene hadde
benyttet seg av, pa de ulike oppgavene, i en tabell. Dette gav anledning til a bruke deskriptiv
statistikk for & fa en helhetsoversikt over materialet, for a senere kunne drafte arsaker til valgene

elvene tok nar det kommer til foretrukken lgsningsmetode.

5.4 Funn

Etter at alle besvarelsene var gjennomgatt etter oppskriften over, var neste steg a sammenfatte
dette til funn. Forstaelse er fortsatt et vanskelig fenomen a male, og kanskje ekstra vanskelig
kun basert pa skriftlige elevbesvarelser. Derfor tok jeg her et steg tilbake og forsgkte a danne
meg et overblikk over hva besvarelsene og resultatene fra elevarbeidene tydet pa. | det videre
oppsummerer og tolker jeg innsamlet data i de falgende fire hovedfunn om elevenes

forstaelseutbytte av undervisningen.
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5.4.1 Funn 1. Svake matematikkunnskaper kom i veien for
strukturforstaelse av abc-formelen

Den farste oppgaven jeg samlet inn fra elevene, var den de brukte de slutten av den andre
undervisningsgkten pa — der de skulle forsgke a utlede abc-formelen selv, gjennom diskusjon i
sma grupper. Dette viste seg fort i praksis veere en utfordrende oppgave for elevene, og derfor
gikk jeg rundt i klasserommet for notere ned hva de strevde med, samtidig som jeg underveis

ga dem noen felles ledetrader.

Da jeg startet med & analysere besvarelsene innsa jeg at for & komme til et punkt der elevene
skulle klare a omforme det de hadde leert om fullstendig kvadrat, fra konkrete tall og figurer, til
abstrakte bokstaver, var det mye matematikk som en forutsetning. En av utfordringene flere av

elevene mgtte pa vises i figuren under.

uxsz 1% Q
6. o &S
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Figur 25: Elevbesvarelse - utlede abc-formelen, brudden brgk problematikk

I denne elevbesvarelsen kommer eleven tilsynelatende ganske greit i gang, men problemene
hoper seg opp pa grunn av brgkregningen. Utledningen blir derfor videre mer komplisert enn
ngdvendig og arsaken til at eleven ikke har kommet lengre, ser ut til & veere regneferdigheter
som ikke var tilknyttet metoden med fullstendig kvadrat. Problematikken med at det var
grunnleggende matematiske ferdigheter som virket begrensende i oppgaven med a utlede abc-
formelen, gjorde det vanskelig a avgjgre og kommentere typen forstaelse knyttet til
andregradslikninger ut fra disse besvarelsene. Likevel ga utledningene flere interessante

resultater, blant annet vist i eksempelet i besvarelsen under.
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Figur 26: Elevbesvarelse - utlede abc-formelen, regelbasert automatikk — halvere, kvadrere, addere

Besvarelsen beerer her preg av en blanding av struktur- og regelforstaelse. Det er tydelig at
eleven har fulgt «halvere — kvadrere — addere»-oppskriften for a starte utledningen, som minner
om regelforstaelse. Samtidig krever en slik lgsning en overfaring fra det konkrete de er kjent
med fra & lgse oppgaver med tall, til noe mer abstrakt og generelt nar det na kun er snakk om

bokstaver og koeffisienter, og dette aspektet av lgsningen strekker seg mer mot & ligne en

strukturforstaelse hos denne eleven.

Stort sett bar besvarelsene til elevene preg av at oppgaven med a utlede abc-formelen var for

vanskelig. De faerreste kom noe lengre enn et par steg pa veiFigur 25.

Figuren under viser den besvarelsen som inneholdt flest steg, og var neermest den faktiske abc-

formelen.

Figur 27: Elevbesvarelse. Utlede abc-formelen, eleven som kom lengst
Her har altsa eleven i stor grad klart & anvende metoden med fullstendig kvadrat i en ganske ny

setting, og samtidig holdt styr pa de (fleste) andre matematiske ferdighetene som er en del av

kunnskapspakken for a komme i mal med utledningen.
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Fra resultatene virket det derfor som at det var elevenes matematikkunnskaper pa andre omrader
enn akkurat det vi hadde jobbet med i timene som var begrensende i deres vei mot
strukturforstaelse av formelen, nar det kommer til det & utlede den. Samlet poengsum ved a
klare hele utledningen, slik jeg hadde satt det opp, ville gitt 9 poeng.
Gjennomsnittspoengsummen blant de elevene som gjennomfarte var 1.89, altsa sveart lavt.

Tabellen over poengene er vedlagt i slutten av oppgaven.

5.4.2 Funn 2: Enkelte elever foretrakk en regelbasert tilneerming gjennom
abc-formelen, ogsa i tilfeller der b- og c-leddet manglet

Da elevene en tid i etterkant av undervisningsopplegget skulle ha en preve innen temaet
likninger, var to av oppgavene ment til & kunne skille mellom om elevene viste en
regelforstaelse eller en strukturforstaelse i lgsningen av oppgavene. Dette var to oppgaver med
andregradslikninger, der enten farstegradsleddet eller konstantleddet manglet. Dette gjer at
oppgavene bade kan lgses med abc-formelen, men samtidig relativt enkelt lgses utenom ogsa.
Formalet her var altsa a kartlegge om elevene handlet pa automatikk, og startet rett pa abc-
formelen idet de mgtte en andregradslikning, da sistnevnte ville vart en indikasjon pa en
regelbasert forstaelse. Det er ogsa relevant & nevne at prgven var tre uker etter jeg hadde
gjennomfgrt mitt undervisningsopplegg med elevene. Fra disse prevebesvarelsene fikk jeg
derfor sett hvilke lgsningsmetoder elevene satt igjen med, og valgte a bruke etter at flere uker
var gatt. Dette minsker sjansen for at lgsningene kun besto av direkte reproduksjon av

fremgangsmater fra undervisningsgktene.

Oppgavene elevene skulle lgse var: 2x? — 48 = 2 og —x? + 3x = 0. Den farste oppgaven var
det ingen som lgste ved hjelp av abc-formelen. Da var det klart for de fleste at de kunne fa x

alene pa den ene siden, for sa a ta roten pa begge sider, slik som vist fra besvarelsen under.

) XK= 4G
IKT= L+
1X*=50)
e
f\ :126
X =

Figur 28: Elevbesvarelse — matematikkprgve, oppgave med andregradslikning uten b-ledd, kvadratrot-lgsning

Bruken av denne metoden pa denne oppgaven var ganske hgy. Blant de 15 besvarelsene som

ble samlet inn, var det 13 som valgte & lgse den slik Figur 28 viser, men med noe variasjon i
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hvorvidt de husket a ta med den negative lgsningen eller ikke. Hovedfunnet her er likevel at
ingen valgte a automatisk falge oppskriften med abc-formelen, og de skjente at likningen kunne

Igses annerledes.

Pa likningen som manglet konstantledd, var det sterre variasjon i elevenes lgsninger. Fem
elever valgte a bruke abc-formelen, fem elever brukte det som kalles produktregelen, mens de
siste fem elevene svarte ingenting, eller feil. Bildene av elevbesvarelser under illustrerer de to

ulike matene elevene lgste oppgaven pa.

X = 3% JE-O-6
;{,
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Figur 29: Elevbesvarelse — matematikkprgve, oppgave med andregradslikning uten c-ledd, lgsning ved abc-
formelen

x\o@é&/xs
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Figur 30: Elevbesvarelse — matematikkprove, oppgave med andregradslikning uten c-ledd, lgsning ved
produktregelen

Slik oppgaven er lgst i Figur 29 kan vere et eksempel pa regelforstaelse, fordi abc-formelen
trolig er brukt som en oppskrift som kan fglges hver gang man mgter en andregradslikning,
sammenliknet med den andre lgsningen der man tar i bruk faktorisering og produktregelen for

a komme frem til resultatet.
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Fra disse besvarelsene observerte jeg at pa den ene oppgaven var det mange som lgste likningen
uten hjelp av abc-formelen, mens pa den andre foretrakk mange tilsynelatende en regelbasert

fremgangsmate.

5.4.3 Funn 3: Elevene foretrakk en regelbasert tilnaerming gjennom abc-
formelen fremfor en geometrisk/visuell lgsningsmetode

Pa praveoppgaven der de skulle lgse likningen, x? + 3x + 2 = 0, pato ulike mater, valgte alle
elevene abc-formelen som sin ene metode, og lyktes. Her var hensikten med oppgaven a fa
elevene til & tenke forbi abc-formelen og finne ut av hvordan de valgte a lgse likningen ellers.
Dersom de mestret & bruke metoden med fullstendig kvadrat for & lgse likningen i tillegg til
abc-formelen, vil man kunne anta at det var en form for strukturforstaelse. Da elevene skulle
lose oppgaven ved hjelp av en alternativ metode, var det langt lavere suksessrate. Seks av 15

elever pravde seg ikke pa en annen metode som illustrert i besvarelsen vist under.

Figur 31: Elevbesvarelse — matematikkprave, andregradslikning som skal lgses med to metoder, kun Igst ved hjelp
av abc-formelen

Blant de elevene som Igste den pa en annen mate i tillegg til abc-formelen, var det 3 som brukte
metoden med fullstendig kvadrat for a lgse likningen, ikke alle kom helt i mal, men det kom
tydelig frem at det var metoden de benyttet seg av. En av disse besvarelsene er vist i figuren pa

neste side.
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Figur 32: Elevbesvarelse — matematikkpragve, andregradslikning som skal Igses med to metoder, Igst ved hjelp av
abc-formelen og metoden med fullstendig kvadrat

Blant de resterende elevene var det flere som brukte en metode som var blitt gjennomgatt i
undervisningen gitt av klassens faste matteleerer, mellom timene jeg hadde med klassen, og
tidspunktet de hadde praven noen uker senere, slik som i elevbesvarelsen i figuren under.

Figur 33: Elevbesvarelse — matematikkprave, andregradslikning som skal Igses med to metoder, Igst ved hjelp av
abc-formelen og pluss- og gangemetoden

Fra disse besvarelsene kan vi trekke ut flere funn; bade at elevene sa ut til a sitte igjen med abc-
formelen som sin foretrukne lgsningsmetode for andregradslikninger. Et interessant
tilleggsfunn her er samtidig at alle elevene klarte a lgse likningen med abc-formelen som
metode. Det ble ogsa tydelig at metoden med fullstendig kvadrat ikke satt sa godt hos
majoriteten av elevene, da svaert fa benyttet seg av den, men at elevene virket trygge pa abc-

formelen som lgsningsmetode.
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5.4.4 Funn 4: Ingen av elevene brukte geometri eller figurer til hjelp i
oppgavelgsning til tross for fokuset pa det i undervisningen.

Et funn i etterkant av undervisningsopplegget, utenfor selve oppgavebesvarelsene, men som en
helhetsobservasjon, var at ingen av elevene benyttet seg av geometri som hjelpemiddel i
Igsningene eller utledningen. | tavlegjennomgangen samt et av hintene elevene fikk felles da
de skulle utlede formelen, var geometrisk fokusert. Alle oppgavene vi lgste i fellesskap pa tavla
ble lgst geometrisk for & fremme det visuelle, men da ogsd med algebraen staende under.
Likevel var det ingen elever som tegnet figurer som hjelp underveis, hverken under

utledningsoppgaven, eller i pravesammenheng.
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6 Diskusjon

| dette kapitlet skal jeg drefte funnene og analysen fra kapitlet over. Her vil jeg trekke
sammenhenger med teorien fra teorikapitlet, og legge frem sammenhenger og arsaker til at
resultatene pa elevbesvarelsene ble som de ble. Videre vil jeg forsgke & sammenfatte funn og
drefting til svar pa og problemstillingen.

6.1 Svake matematikkunnskaper kom I veien  for
strukturforstaelse av abc-formelen

Fra analysen elevbesvarelsene der elevene skulle forsgke a utlede abc-formelen pa egenhand,
kom det ganske tydelig frem at det var flere aspekter enn kun metoden med fullstendig kvadrat
som hindret dem i & komme videre. Nedenfor har jeg igjen lagt ved et kunnskapspakken over
hvilke matematiske konsepter jeg anser som ngdvendige for & ha grunnlag og mulighet til a
komme i mal med utledningen av abc-formelen ved hjelp av metoden med fullstendig kvadrat.

Kvadratsetningene

Forsta hva en koeffisient er;
a, b og ci formelen

a*b "er" et rektangel
(og a*a er et kvadrat)

Fullstendig kvadrat

*b ut?
Utlede abc-formelen [Likhststsgn@t - det som gjeres pa én sida-.]
mé gjeres pa andre siden ogsa
ved bruk av aerep J
Det er mange rektangler med samme areal, o
[ men bare ett kvadrat ] fU"5tET1dlg kvadrat

Aritmetikk

Regnerekkefalge

[Fe\les nevner]—(ﬁrﬂkregnmg)

Kvadrattall

Brudden brek

Kvadratratter

Figur 34: Kunnskapspakke — diskusjon, grunnlaget for utlede abc-formelen

Dersom forstaelse mangler i én eller flere av disse boksene vil det kunne skape trgbbel nar
elevene selvstendig skal komme frem en generell lgsningsformel for andregradslikninger. Fra
besvarelsene vist i analysedelen fremgar bade at grenen med brgkregning og brudden brgk var
et hinder, og lgse a likninger knyttet opp mot hva vi faktisk gnsker a finne ut, og hvorfor vi ikke

kan dele pa x.
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Sammenligner vi dette kartet over kunnskapspakker, med et tilsvarende kart med konseptene
elevene ma mestre for & kunne bruke abc-formelen, ser vi at bildet er noe helt annet.
Forventningene og kompleksiteten er langt lavere, og sannsynligheten for at elevene far til

dette, vil dermed veere langt starre.

[Fcrsté hva en koeffisient er; a,b og ci Iorme\enJ

Bruke abc-formelen

Regnerekkefalge

Aritmetikk

Brokregning Kvadratratter

Potensregning

Figur 35: Kunnskapspakke — diskusjon, grunnlaget for & bruke abc-formelen

Fra figurene over ser man altsa at det er langt mer som ma veere pa plass, matematisk sett, hos
eleven som skal kunne henge med pa utledningen av abc-formelen algebraisk, sammenliknet
med kun det & benytte seg av den som en «oppskrift». Kunnskapshull fra tidligere vil derfor i

stor grad ha innvirket pa suksessraten i forbindelse med utledningsoppgaven.

Maugesten (2011) skriver om et prosjekt for a undersgke forstaelse hos studenter pa muntlig
eksamen. Her trekker hun ved flere anledninger mangelfulle forkunnskaper frem, som arsak il
at studentene presterer svakere enn forventet. Dette gjer det ogsa serlig viktig & fokusere pa a
starte undervisningen pa et niva der alle elevene henger med og har mulighet til & bygge videre
pa det de allerede kan, slik ogsa Freudenthal (1973) skriver. Til utledningsoppgaven i mitt
prosjekt ble det trolig for mange konsepter elevene matte huske og ha kontroll pa fra tidligere,
og dette svekket prestasjonene. Den deskriptive statistikken underbygger dette. Pa
utledningsoppgaven presterte elevene i gjennomsnitt med 1.89 av 9 poeng, som tilsvarer 21%.
Sammenligner vi det tallet med oppgaven der elevene skulle lgse en andregradslikning pa to
ulike mater, sa var uttellingen 100% , nar det kom til & lgzse oppgaven ved hjelp av abc-formelen.
Dette viser tydelig at forkunnskaper spiller en viktig rolle, og at matematikk som bygger pa

feerre grunnideer er lettere for elevene a henge med pa.
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6.2 Enkelte elever foretrakk en regelbasert tilneerming gjennom
abc-formelen, ogsa i tilfeller der b- og c-leddet manglet

Det neste funnet jeg gjorde var knyttet til hvorvidt elevene valgte en regelbasert tilneerming,
ogsa ved lgsning av andregradslikninger der b- eller c-leddet manglet, hvor likningene derfor
kunne veert lgst lettere pa en annen mate. Her sa jeg at da b-leddet manglet var det ingen som
valgte abc-formelen. Det har trolig en sammenheng med at den type andregradslikning er den
farste typen elevene mater pa, og da introduseres de for lgsninger ved bruk av kvadratrot, far
abc-formelens automatikk kommer inn. Pa oppgaven som manglet c-ledd derimot, gikk mange
rett til abc-formelen som lgsningsmetode. Ved hjelp av definisjonene til Mellin-Olsen og Hoel
(1984) kan vi kategorisere denne typen kompetanse som regelforstaelse. Samtidig kan ogsa
dette henge sammen med det Yackel og Cobb (1996) skriver om sosiomatematiske normer i
klasserommet. Hva som er etablert som en akseptabel lgsning innad i klassen, og hva som er
dannet som normen pa hva det er ngdvendig a laere seg og ikke, var allerede etablert i denne
klassen pa tidspunktet undervisningsopplegget mitt fant sted. Derfor kan det ogsa ha pavirket
leeringsutbyttet til elevene i perioden, fordi de kanskje allerede hadde sine egne rammer for

hvilken type forstaelse de hadde behov for, og da trolig ikke strukturforstaelse.

6.3 Elevene foretrakk en regelbasert tilneerming gjennom abc-
formelen fremfor en geometrisk/visuell lgsningsmetode

Oppgaven der elevene skulle lgse én likning pa to ulike mater endte, som vi sa ovenfor, i stor
grad med at elevene brukte abc-formelen og ga seg etter det. Arsakene til at dette var utfallet
henger nok bade sammen med funnene over, men sannsynligvis ogsa hvordan laereverkene

presenterer fagstoffet. Fra videoen om abc-formelen (Thue, (u.d.)-c), sies det ordrett at

«...du kommer aldri til & bli spurt i det her. Ingen kommer til & forlange at du skal
kunne klare & gjere denne utledningen jeg gjorde na, men det er en ting du skal kunne,
og det er den nederste linja. Den nederste linja kaller vi for andregradsformelen. Den
ma du pugge, du ma kunne den utenat...» [mine uthevninger]

(Thue, (u.d.)-c)

Dette faller rett innunder det Mellin-Olsen og Hoel (1984) kaller en regelbasert forstaelse, ved
a nettopp pugge, huske og reprodusere. Forutsetningene elvene far fra laereverkenes side spiller
dermed ikke helt pa lag med det leereplanen tilsynelatende forventer av dem. Dette til tross for
at temaene for alle undervisningsgktene hadde potensiale til & legges opp til a veere visuelle, og

dermed i storre grad vektlegge forklaringer av de matematiske sammenhengene. Likevel ble
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ikke et eneste kvadrat tegnet i videoene fra Campus Inkrement, selv om det var fullstendig
kvadrat som var i sgkelyset. P4 grunn av dette far elevene presentert, fra leereverkenes side, en
veldig regelbasert mate a laere a lgse andregradslikninger pa, gjennom huskeregelen «halvere —

kvadrere — addere ». Dette styrker ogsa de regelbaserte, sosiomatematiske normene.

Mann og Enderson (2017) har gjennomfart en studie pa hvilke lgsningsmetoder elever oftest
foretrekker, om det er formelbaserte lgsningsmetoder, som kan sammenlignes med det jeg
kaller regelbasert forstaelse i denne oppgaven, eller om de foretrekker andre lgsningsmetoder.
Studien konkluderte med at bade elever som normalt presterte over og under gjennomsnittet,
valgte den regelbaserte lgsningsmetoden fremfor det de beskriver som konseptuell
lgsningsmetode. De konseptuelle lgsningsmetodene ligger naert det jeg i min oppgave kaller
strukturforstaelse. Det samme sa ut til & veere tilfellet hos mine elever. Lgsningsmetoden som
sa ut til & i stor grad vaere foretrukket hos elvene var abc-formelen, altsd en formel- og

regelbasert lgsningsmetode.

6.4 Ingen av elevene brukte geometri eller figurer til hjelp i
oppgavelgsning til tross for fokuset pa det i undervisningen

Det siste funnet jeg oppsummerte fra datamaterialet, handler om at til tross for stort fokus og
mye tid brukt pa geometri, visuelle forklaringer og tegninger pa tavla, var det ingen elever som
tegnet en eneste figur selv underveis i innsamlingen. Arsaken til dette er trolig sammensatt, og
det henger kanskje mellom annet sammen med hvordan de leerte kvadratsetningene en gang i
tiden. Kvadratsetningene spiller en stor rolle i fullstendig kvadraters metode, og det kunne vaert
fordelaktig a legge opp til geometriske forklaringer allerede der, for at det skulle veere lettere

for elevene & henge med pa de geometriske forklaringene senere.

Videre vil de sosiomatematiske normene spille inn ogsa her. Dersom man har etablert at normen
er at matematikk i hovedsak handler om tall, bokstaver og regler, vil veien vere lengre for
eleven for a ta i bruk nye metoder videregaendealder. Det er likevel noe man ber forsgke a fa
til og arbeide for at elevene skal kunne benytte seg av geometri til hjelp dersom de gnsker.
Samtidig erfarte jeg at det var vanskelig a endre i lgpet av 3x90 min med undervisning. Det a
knytte geometrien sammen med algebraen vil vaere nyttig & starte med tidlig i
matematikkundervisningen, slik at kvadratet kan knyttes sammen med kvadratsetningene, og
supplere forklaringene og sammenhengene allerede der. Da kan man fa endret de
sosiomatematiske normene, og i stgrre grad se sammenhengene mellom de ulike emnene i

matematikken. Dette poenget ble ogsa understreket ved av Tgnnesen (2016) trekker frem fra
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TIMSS-undersgkelsen, som viser at vi starter for sent med algebra i norske skoler, samtidig

som vi er for darlige pa & hjelpe elevene med a se de starre sammenhengene.

6.5 Oppsummering

Funnene og diskusjonen over skal bidra til & svare pa problemstillingen Hvordan kan en
undervisning som har til mal & legge til rette for at elevene sitter igjen med strukturforstaelse
av abc-formelen, se ut? Ut fra det vi na har sett kan man i korte trekk si at elevene i liten grad
opparbeidet seg en strukturforstaelse av abc-formelen i lgpet av undervisningen, i hvert fall ut
fra de definisjonene og rammene jeg hadde satt innledningsvis. Dersom vi definerer
strukturforstaelse av abc-formelen som at elevene skal forsta opphavet til formelen, hvorfor den
fungerer og samtidig kunne lykkes med a lgse likninger ved hjelp av den, kom ikke elevene
helt i mal med det etter at undervisningsopplegget var gjennomfart. Dette kom frem i flere deler
av besvarelser og analyser, bade ved utledningsoppgaven der de aller fleste elevene stod helt
fast eller ga opp. Ogsa pa matematikkprgven da de skulle lgse ulike likninger sa det
tilsynelatende ut som at flere handlet pd automatikk, eller ikke visste hvordan de skulle ga frem
uten hjelp fra abc-formelen. Dette er tydelige tegn pa regelforstaelse slik Mellin-Olsen og Hoel
(1984) definerer det.

Samtidig kom det frem at alle elevene som deltok i det minste tilegnet seg en regelforstaelse av
formelen. Dette sa vi fra at etter endt undervisningsopplegg klarte samtlige elever & lgse
andregradslikningen de fikk utdelt pa prgven, pa minst én mate, og alle hadde abc-formelen
som en av sine metoder. Dette i seg selv var oppsiktsvekkende for min del. Til tross for at jeg
ikke kan si at elevene endte med en strukturforstaelse av abc-formelen, sa hadde alle elevene
regelforstaelsen pa plass godt nok til & lgse oppgaven. Sa videre kan man kanskje diskutere om

denne regelforstaelsen i dette tilfellet er godt nok?

Underveis i undervisningen ble jeg ogsa bevisst pa tanken angaende om det er realistisk a
forvente at alle elevene skal tilegne seg strukturforstaelse innenfor ethvert matematikkemne,
eller om det i flere tilfeller er mer realistisk a tenke at de fleste ender opp med en regelforstaelse,
samtidig som noen har kapasitet og lyst til a leere mer. Dette vil kanskje vare mer realistisk ut

fra at elevene som individer har ulike interesser og motivasjon for ulike tema og emner.
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7 Avslutning

| dette kapitlet vil jeg sammenfatte teori, funn og diskusjon til svar pa problemstillingen. Jeg

vil ogsa se pa mulige forbedringspunkter og drafte hva som kunne veert gjort annerledes.

7.1 Konklusjon

I lys av funnene over har jeg kommet frem til noen konklusjoner til problemstillingen Hvordan
kan en undervisning som har til mal a legge til rette for at elevene sitter igjen med
strukturforstaelse av abc-formelen, se ut? Den farste konklusjonen er at slik jeg la det opp ikke
var en metode som fungerte optimalt. Det var trolig flere arsaker til akkurat det. Bade
tidsrammen opplegget skulle passe inn i, og de allerede etablerte sosiomatematiske normene i
klasserommet spilte inn. Elevene er kanskje ikke vant med at det de har leert om geometri kan
brukes som et visuelt hjelpemiddel for a forsta algebraen. Dermed sa det heller ikke ut til a falle

dem naturlig i dette tilfellet.

Som nevnt i metodekapitlet handler designforskning om & preve a finne ut av hvordan noe
kan eller burde veere, fremfor & se pa hvordan det er i dag (Bakker, 2019, s. 3). Selv om
mitt undervisningsopplegg ikke ga direkte skriftlige resultater som kunne knyttes opp til a veere
strukturforstaelse, tror jeg deler av undervisningen likevel var hensiktsmessig. Det & se at
matematikken gir mening i den forstand at man ser hvor formlene har sitt opphav fra, er et
viktig poeng mener jeg. Slik leereverkene jeg har sett pa introduserer metoden med fullstendig
kvadrat og abc-formelen, vektlegges ikke forklaringene pa hvorfor man gjar det man gjer. Selv
hadde jeg heller ikke reflektert over hvorfor fullstendig kvadrat skulle vaere akkurat et kvadrat,
fordi denne ideen sjelden legges frem. Logikken bak det at dersom vi har noe uttrykt som et
areal til et kvadrat sammenlignet med & ha det pa rektangelform, er at dersom vi kjenner arealet
til et kvadrat kjenner vi ogsa sidelengdene, og dette er ikke tilfellet ved rektangelet. Det 3 i
starre grad vektlegge og fa frem denne ideen til elevene, mener jeg at vil kunne bidra til en

dypere forstaelse hos elevene, og vaere med pa a lede dem mot en strukturell forstaelse.

Den neste konklusjonen jeg vil trekke frem, er at det kanskje ikke er realistisk a tenke at alle
elever skal oppna strukturforstaelse innen alle emnene i matematikkundervisningen. Flere
momenter vil spille inn pa hvorvidt det er mulig eller ikke. Bade fokus fra leereverk og leererens
side, og ikke minst ogsa elevenes egen interesse og motivasjon. Lareplanen i 1T nevner blant
annet at elvene skal forstd enkle bevis (Kunnskapsdepartementet, 2019), men begrepet

forstaelse utdypes ikke noe ytterligere. Ut fra dette kan man da tenke at regelforstaelse vil vere
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tilstrekkelig. Likevel er det ogsa viktig at elevene kan se de matematiske sammenhengene, og
vite at arsaken til at vi gjar ting i matematikken ikke er tilfeldig, men at metodene og reglene
vi bruker har et logisk opphav. For a legge til rette for dette vil det vaere relevant a vektlegge
sammenhengen mellom geometri og algebra innenfor likningslgsning, men ogsa gjerne enda
tidligere i skolelgpet. Jeg vil derfor presisere at selv om det kanskje ikke er realistisk a forvente
strukturforstaelse hos alle, vil det likevel vaere aktuelt a legge frem forklaringene, og
tilrettelegge for muligheten. Fra mitt opplegg kom det frem at elevene i liten grad klarte &
gjennomfgre utledningen av abc-formelen selv, men det & ha sett at den henger sammen med

matematikk de allerede kjenner til, vil likevel veere med pa & bygge forstaelsen deres.

7.2 Forbedringspunkter

Forskningen min har flere begrensninger, og dersom jeg skulle gjennomfart det hele en gang
til, er det flere ting jeg ville gjort annerledes. En av hovedbegrensningene var tid. Rammene
undervisningsopplegget skulle passe inn var i knyttet opp mot praksisperioden som la
tidsmessige begrensinger nar det kom til antall elev-timer jeg kunne bruke, og elev-
progresjonen det skulle legges opp til fra time til time. Samtidig var undervisningen elevene
var vant til & falge pa den digitale leeringsplattformen, lagt opp veldig regelbasert, etter min
mening. Dette forte til at undervisningen trakk litt to veier, som kanskje ogsa skapte
vanskeligheter for opplegget. Dersom jeg hadde hatt flere timer tilgjengelig ville jeg ogsa brukt
tid pa a repetere de viktigste delene sammen med elevene. Det kunne ogsa vaert med pa a gi et

annet resultat av studien.

En annen mulig forbedring til prosjektet er at jeg kunne hatt tettere elevoppfelging og
gjennomfert individuelle intervju med elevene. Dette ville i stgrre grad fatt frem
elevperspektivet og kanskje et annet type mal av forstaelse. Intervjuene kunne vere direkte
knyttet til elevens lgsning av oppgavene fra timene og prevene, og tankene bak
lgsningsmetodene der. Likevel valgte jeg & se pa hva de satte igjen med «pa papiret» da det er
dette elevene blir malt pa nar de eventuelt kommer opp i eksamen, og opp mot de
leereplanmalene som er gitt. | gjennomfaring av prever og pa eksamen er det forstaelse eller

ikke som skal males, og det males ut fra elevenes skriftlige arbeid.
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7.3 Avsluttende ord

Gjennomfgringen av dette prosjektet har veert bade leererik og interessant. Hypotesen og utfallet
jeg sa for meg i forkant har i stor grad blitt endret og forkastet, og jeg har leert mye gjennom
hele prosessen. Selv om prosjektet ikke endte slik jeg forventet, var det mye nyttig kunnskap

og erfaring i de funnene jeg fikk.

| lgpet av dette masterprosjektet har jeg leert og reflektert mye, serlig over egen undervisning.
Prosjektet har gitt meg relevant og nyttig kunnskap jeg vil ta med meg inn i leereryrket som
nyutdannet larer. Jeg ser frem til & bruke egenskapene og laeringen jeg har tatt til meg bade i
lgpet av masteraret, men ogsa utdanningen og praksisperiodene i sin helhet. Jeg haper videre at
oppgaven min kan inspirere andre lerere til & fokusere pa a visualisere algebraen ved hjelp av

geometri, og at det vil kunne styrke elevenes forstaelse innen begge emnene.
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Vedlegg
Vedlegg 1: Deskriptiv statistikk

Statistikk — Tilhgrende funn 1

Utlede abc

Kandidat/steg 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Sum
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0" 1
2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0" 1
3 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0" 1
4 0 1 0 05 0 0 0 0 0 0" 15
5 0 1 0 05 0 0 0 0 0 0" 1,5
6 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0" 1
7 0 05 05 0 0 0 0 0 0 0" 1
8 0 1 05 05 05 0 0 0 0 0" 2,5
9 0 1 0 05 0 0 0 0 0 0" 15
10 0 1 0 1 0 0,5 0 0 0 0" 2,5
11 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0" 5
12 0 1 0 05 0 0,5 1 0 0 0" 3
13 0 1 1 05 05 0 0 0 0 0" 3
14 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0" 2
15 0 1 0 1 05 0 0 0 0 0" 2,5
16 0 1 0 05 05 0 0 0 0 0" 2
17 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0" 1
18 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0" 1
Sum 34
snitt 1,88888889

Statistikk — Tilhgrende funn 2
Oppgave/metode _ABC _Kvadratrot_sum %abc %ingen/feil s

2a) Kvadratrot 12 1 2 15 0,0% 13,3 %
2b) Produkt 5 5 5 15 333% 333%

Statistikk — Tilhgrende funn 3
Oppgave/metode _ABC _Kvadratrot_sum %abc %ingen/feil s
4 1

3 metode 1 1 15 933% 0,0%
3 metode 2 3 1 5 6 15 6,7 % 40,0 %
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Vedlegg 2: Samtykkeskjema

Vil du delta i forskningsprosjektet

"abc-formelen — forstaelse og bevis"?

Formalet med prosjektet

Dette er et spgrsmal til deg om du vil delta i et forskningsprosjekt hvor formalet er

a undersgke sammenhengen mellom geometri, bevis og forstaelse knyttet til lgsning av
andregradslikninger og utledning av abc-formelen.

Dataen som samles inn vil benyttes i en masteroppgave. | ettertid vil det forhapentligvis ogsa
skrives en forskningsartikkel som benytter seg av samme data.

Prosjektet er den del av et masterstudium som skal belyse problemstillingen «<Hvordan kan
vi som laerere gi elevene en relasjonell forstaelse av andregradslikninger?» Gjennom
undervisning, oppgaveanalyse og intervju er malet 4 avdekke sammenhenger mellom
inkludering av bevis i undervisningen, og matematisk, relasjonell forstaelse.

Hvorfor far du spgrsmal om a delta?

Du far denne forespgrselen fordi du tar teoretisk matematikk (1T), forste aret pa
videregaende. Malgruppen for studien er alle elevene i denne matematikklassen, og utvalget
er valgt ut fra tildeling av praksislerer pa lektorstudiet jeg gar pa.

Hvem er ansvarlig for forskningsprosjektet?

UiT — Norges Arktiske Universitet, ved IMS — institutt for matematikk og statistikk, sammen
med veileder Jan Roksvold og biveileder Hilja Huru er ansvarlige for personopplysningene
som behandles i prosjektet.

Det er frivillig a delta
Det er frivillig & delta i prosjektet. Det vil ikke ha noen negative konsekvenser for deg hvis du
ikke vil delta eller senere velger a trekke deg.

Hva inneberer det for deg a delta?

- Forskningsprosjektet vil fglge undervisningen, og undervisningsgktene vil vere like
for elevene som gnsker & delta, og de som ikke gnsker a delta.

- Datainnsamlingen vil besta av innhenting av skriftlige oppgavebesvarelser i etterkant
av timene og oppgaver fra matematikkprgver som omhandler andregradslikninger.

-l etterkant vil det kunne bli aktuelt & sparre noen av dere om a delta i intervju om
lgsningsstrategier pa oppgavene. Ved intervjuene tas det lydopptak.

- Alle besvarelser og intervju anonymiseres.

Kort om personvern

Vi vil bare bruke opplysningene om deg til formalene vi har fortalt om i dette skrivet. Vi
behandler personopplysningene konfidensielt og i samsvar med personvernregelverket. Du
kan lese mer om personvern pa neste side.

Med vennlig hilsen

Jan Nyquist Roksvold Leni Nilsen (student)
(veileder)

Utdypende om personvern — hvordan vi oppbevarer og bruker dine opplysninger
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Opplysningene vil
- anonymiseres fortlgpende
- oppbevares med adgangsbegrensning pa en plattform med flerfaktorautentisering
- kun veere tilgjengelig for student, veileder og matteleereren til klassen
- ikke veere gjenkjennbare i publisert materiale

Hva gir oss rett til & behandle personopplysninger om deg?

Vi behandler opplysninger om deg basert pa ditt samtykke.

Pa oppdrag fra Universitetet i Tromsg har personverntjenestene ved Sikt —
Kunnskapssektorens tjenesteleverandgr, vurdert at behandlingen av personopplysninger i
dette prosjektet er i samsvar med personvernregelverket.

Dine rettigheter
Sa lenge du kan identifiseres i datamaterialet, har du rett til:
e abe ominnsyn i hvilke opplysninger vi behandler om deg, og fa utlevert en kopi av
opplysningene,
o 4 farettet opplysninger om deg som er feil eller misvisende,
o 4 faslettet personopplysninger om deg,
e dasende klage til Datatilsynet om behandlingen av dine personopplysninger.

Vi vil gi deg en begrunnelse hvis vi mener at du ikke kan identifiseres, eller at rettighetene
ikke kan utgves.

Hva skjer med personopplysningene dine nar forskningsprosjektet avsluttes?
Prosjektet vil etter planen avsluttes 1.november 2024

Opplysningene vil da anonymiseres ved at personidentifiserbare opplysnhinger omskrives og
fjernes. Alle lydopptak slettes.

Spgrsmal

Hvis du har sparsmal eller vil utgve dine rettigheter, ta kontakt med:

Leni Nilsen, leni.a.nilsen@uit.no, tif: 97584634 (student)

Jan Nyquist Roksvold, jan.n.roksvold@uit.no (veileder)

Vart personvernombud: Annikken Steinbakk, personvernombud@uit.no

Hvis du har sparsmal knyttet til Sikts vurdering av prosjektet, kan du ta kontakt pa e-post:
personverntjenester@sikt.no, eller pa telefon: 73 98 40 40.
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Jeg har mottatt og forstatt informasjon om prosjektet «abc-formelen — forstaelse og bevis», og
har fatt anledning til a stille spgrsmal. Jeg samtykker til:

[0 at skriftlige besvarelser med kan samles inn i etterkant av timer og vurderinger.

O adeltaiintervju (ikke alle vil bli spurt om interviju i etterkant, men et lite utvalg).

Jeg samtykker til at mine opplysninger behandles frem til prosjektet er avsluttet

Dato / navn
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Vedlegg 3: Meldeskjema Sikt

05.05.2024, 0237 Meldeskjema for behandling av personopplysninger

4¢3 Sikt

Meldeskjema

Referansenummer

688389
Hvilke personopplysninger skal du behandle?

* Navn
* Stemme pa lydopptak

Prosjektinformasjon

Tittel
Bevis og forstaelse

Sammendrag

Underseke hvordan lzerere kan tilrettelegge for relasjonell forstdelse hos elever i undervisning av abc-formelen. @nsker 3 underseke
dette ved & gjennomfigre et undervisningopplegg i en VG 1-klasse knyttet til abc-formelen. Videre gnsker jeg da & analysere resultatene
av oppgavel@sning hos elevene, hvor det ogsa kan bli aktuelt 3 intervjue noen av dem i etterkant, angdende l@sningsmetoder og tanker
bak de samme oppgavene.

Hva er formilet med behandlingen av personopplysninger?
Samtykkeskjema for deltakerne samles inn og oppbevares. Oppgavebesvarelser vil samles inn og anonymiseres. lydopptak i forbindelse
med oppgavebasert intervju kan bli aktuelt, og de vil anonymiseres.

Dersom personopplysningene skal behandles til flere formal, beskriv hvilke
Veileder og masterstudent vil forbeholde seg muligheten til a skrive en forskningsartikkel pa bakgrunn av dataene og masteroppgaven.

Ekstern finansiering
lkke utfylit

Type prosjekt
Master

Kontaktinformasjon, student
Leni Anita Berg Nilsen, Ini087 @uit.no, tif: 97584634

Behandlingsansvar

Behandlingsansvarlig institusjon
UiT Norges Arktiske Universitet / Fakultet for naturvitenskap og teknologi / Institutt for matematikk og statistikk

Prosjektansvarlig
Jan Nyquist Roksvold, jan.n.roksvold@uit.no, tif: 77646141

Er behandlingsansvaret delt med flere institusjoner?
Nei

Utvalg 1

Beskriv utvalget
Elevene i en matematikk-klasse pa en videregaende skole.

Beskriv hvordan du finner frem til eller kontakter utvalget
Skal veere i praksis, og praksisleerer har sagt ja til 3 vaere med pa prosjektet, sa elevene i denne klassen far spersmal om & vaere med. Alle
besvarelsene anonymiseres far de tas med | oppgaven.

Aldersgruppe
15-16

Hvilke personopplysninger vil bli behandlet om utvalg {{i}}? 1
a Navn
s Stemme pa lydopptak

héipsifmeldeskiema. sk NovES 14a30-5506-4405-3635-a44590T eET BeleRsport 181
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06.05.2024, 0937 Meldeskjema for benanaing av pErsoNopRysNINger
Hvordan innhentes opplysningene om utvalg 17
Annet
Beskriv
Matematikkoppgaver som skal lgses i lopet av matematikktimer. De leveres med navn for lasrerens del, som vil benytte de i vurdering,

men ancnymiseres til alle formal i masteroppgaven. Kan bli aktuelt 3 intervjue noen av deltakerne i ettertid, da vil det vaere spersmal
knyttet til samme type matematikkoppgaver de vil fa spersmal om, og hvordan de har valgt 3 lase disse.

Lovlig grunnlag for & behandle alminnelige personopplysninger
Samtykke (Personvernforardningen art. 6 nr. 1 bokstav a)

Hwvem samtykker for barn under 16 ar?

Barn

Begrunn hvorfor foreldre ikke samtykker

Elevene i klassen er enten 15 eller 16 dr og gar i samme klasse. Ingen sensitive opplysninger skal deles. Det som skal samles inn er
oppgavebesvarelser, og kanskje lydopptak i forbindelse med intervju om lesningsmetoder av oppgavene. Alt anonymiseres. Etter & ha
snakket med dere i chat, har vi kommet frem til at 15-dringene kan samtykke selv i dette prosjektet.

Hvem samtykker for ungdom 16 og 17 ar?
Ungdom

Informasjon til utvalg 1

Mottar utvalget informasjon om behandlingen av personopplysningene?
Ja

Hvordan mottar utvalget informasjon om behandlingen?
Skriftlig (papir eller elektronisk)

Informasjonsskriv
Samiykke Skt.doc
Tredjepersoner

Innhenter prosjektet informasjon om tredjepersoner?
Nei

Dokumentasjon

Hvordan dokumenteres samtykkene?
« Manuelt (papir)

Hvordan kan samtykket trekkes tilbake?
Ta kontakt via kontaktinfo til meg og veileder er oppgitt i samtykkeskjema, og i tillegg kan elevene ta kontakt med matematikklzereren
dersom de gnsker 3 trekke seg, s vil hun videreformidle det.

Hvordan kan de registrerte fa innsyn, rettet eller slettet personopplysninger om seq selv?
Ta kontakt via kontaktinfo til meg og veileder er oppgitt i samtykkeskjema, og i tillegg kan elevene ta kontakt med matematikklareren
dersom de gnsker innsyn, s vil hun videreformidle det.

Totalt antall registrerte i prosjektet
1-99
Tillatelser

Vil noen av de felgende godkjenninger eller tillatelser innhentes?
lkke utfylit

Sikkerhetstiltak

Vil personopplysningene lagres atskilt fra svrige data?
Ja

Hvilke tekniske og fysiske tiltak sikrer personopplysningene?
a Fortlepende anonymisering
« Adgangsbegrensning
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a Flerfaktorautentisering

Hvor blir personopply
«?

a Mobile enheter

Hvem har tilgang til personopplysningene?
« Student (studentprosjekt)
« Prosjektansvarlig
® nterne medarbeidere
« Databehandler

Hvilken databehandler har tilgang til personopplysningene?
UiT bruker OneDrive med flerfaktorautentisering

Overfares personopplysninger til et tredjeland?
Nei

Avslutning

Prosjektperiode
09.10.2023 - 01.11.2024

Hva skjer med dataene ved prosjektslutt?
Data anonymiseres (sletter/omskriver persanopplysningene)

Hvilke anonymiseringstiltak vil bli foretatt?
# Lyd- eller bildeopptak slettes
* Personidentifiserbare opplysninger fiernes, omskrives eller grovkategoriseres

Vil enkeltpersoner kunne gjenkjennes i publikasjon?
Nei

Tilleggsopplysninger

hiipsifmelgeskiema. sILNoeS 14330-3505-4405-3635-a44590T eET Beleksport 181

Side 66 av 67



Side 67 av 67






