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������ �/00� ��� "��� ����������� ���� ��1
��
�����$������ "���� �� ��� �����1�%�� ����
����$������  ���� ��� ������ ��� "���
��������� ��� �����$�� ��� �������������� �� ��� ���������� 
����� �� ����� "�����
�� ����� �� ��� �23(-�, ��� �4������� 	((/� ��� � ������������ �������������� ���"1
��
� ��� ���
��������� �
��� ����� ����� ����
���� ��������������� �����$��  �
+�� ��� 
��
� �������� �
����� ��� �
���+��� 
��
����	����
� �����
�
�� ��� ���
� ����
���� �)������� ��� 5�����!�� �223� �� ��
� � �� � 4�� )������� ��226�
��� � ���������� �� �� ��#����� ������� �� ����
����� 
�� ���� ��#����� �������
���"��
� ��� 4������ ��227� ��� � ������ �� ����������������

&���� ������� �� �������� �������  ��� �������� "� ��� 8������� �����������
��� 4���� ��
����������� ������ �9����� �2:�� ���������� ;���������1"���� ���1
���� �� � ��� ��� &������� 4���� ������ ����� �<����� 
� ���� �2/(� �
��� �������
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 ��
����� ������ �������� ������ ���� ����
� ������������ �������
�� 
������� �������� ��� �������������� �� ���� �� ����� 
������� ����� ���� �����
������������! ���� �� "��"������ �� �������� ��� ! ���� �� ������������ �� ����������
#��������� ���� �������� �� ���$�� #�� �� #���� ������

����� �� ��
� ����� ������ �� ���� ��� �� ������ � ���� ��� ����� ��� � � ������ ��%
������� 
����%����������� ������� ��� ����� �� &��������� ������� ��� ���������
�� '�� ��� (���� ��)*+�! ������� ���� ����� ��� ������� 
����, �� ����������� �����
���� ����������� ���� 
������� ����� �� ����%&��������� �������������� �� �'�� ��

���! �)*)�! ����� -�������� ��)**� �������� �������� ������� ��������� ���� ���
������ .��
���%������. ���
���������� �,��� ���� ���� �� �
������� ����� �� ���
���/��� �� �������� ������� ��� ������� �� '�� ��� -����0%1������ ��))�� �����
� �������� ������ �� �������� ��� ��� ����� ����� ���� � ������� ���
���� ���
��� �������� �� ��� �������� ���� ��� ������� ������
 ��� ����� ������� 2���� �������
���� ���� ��� ����� ����������� ���������! ��� ��� ���� �� ������� �������0�����
����� ���� ��� ����������� �������� ��� ������������ �� �(����� ��� 3������! �))��!
��� �������
���! �� ��� ����� �� 4���� �� ��� ��))+�5 4���� ��� 6�
��� ��))7�
���� ���
������8�,��������� ����������� ��� �� �������� �� ������� ��� ������� 
�� ��
�%�������� 9���� �� ��� ��))+� ���� ������� ��� ������
 �� ������ ���
������
��������� �� ��� �������� �� � ����� ���������� ����� 
����%����������� &���������
������� ���� ���� 
������� ��� ��
���� :������� �������� ��� ��������� �����
��
����� �� ���� ��� �������� �� �'�� ��� -����0%1������! �))��� � ��;�����
�������� ��� �������� �� (���� ��� 4����� ��)))� ����� ���� ��� ��� #��
������
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����� ��������� �� ��� �� ��� ������� ��� ���� ��������� �����
����������� ��� �� ���������� �� ���� � ����� �������� ���� ��� � ������ ���������
���� ��� ����������  ��������� ���� �������� �� �����

!�"������� ��� #�� $�%%&' ����� ��� ��������� ���������� ���� �(������� �� � ����
������ ���������� �� ������ ���������� ��������� ������� ���� �� � ����������� ���
������ ��� ������� �������� ��������������� )������ ������� ���� ��������� �� $*�����
�� ���� �%%	' ����� � ����� �� +! ������� ���� ����������� ���������� � �����������
����������� ���������� ����� ������ �������� �������� ������� �� � ����� �� +! ����
���� ���,����� �� ��������� ����� ���� ������������ �� $-��� �� ���� .///'� �����
���� $�%%0' ����������� ��������� ��� ��� ����� ���� �������� �1������� ����� ������
������������ �������"��� ����������� ��� ������� ���� �������� ���������� ����� -��
���2 $�%%%' ��������� ��� ������� �� �������"��� ��� ������� �������� �� � ����� ����
����� ���� ��� �� ��� ����� ������ ��� �������� ��� ������ ������������ �� � ���
���� ������� ��� �������� �(��������� ������������ 3� $4�������� ��� 5������� �%%%'
��� ��6����� ������� ���� ��������� ����� �� ������� ��� ������ ������� �� �����
������������ 7��� $8������� ��� 9�,���,��� �%%:'; �� ��� 2��� ������� � �������
����� ����������� �������� �� ������� ��� ���������� �� ��� ������� ��������� �����
��� ������ ������ �� ����� �� � �����2���� ��� ���������� �� ��� ������� ��������
������ -� ����������� �������� ����� <���2��  �������� =��������� $< =' ���
��������� �� $-������ .//�' ����������� ��� ��������� �� ��� ������� ���� ��� �����
�� ������ �������� ��� ������� ������� ��� ���������� ������� �� $4����� �� ����
.///'� ����� ��� ������� �����( ��� ������� ������� ��� ��� ������� ��� ������
����� � 1��������������� �������� �������� ����� #��� �� ��� $.//��' ��������
������� ������� ����� ��� < = ��������� ��������������� <���������� �� ��� $.//	'
��������� �� ��������� ����������� �� �� �������� ��� � ����� �� ������ ����������
������� �� � !�� ������ ���� ��� �� ����������� ��� ������ �� �� ���������� �� ���
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� �������� ���������� ���� ��� � ������������ ����������� �� ����� ����� ��� ���
�!��������� �� �������� ����� �������� �������� ��������� �� ������������ �����
����� ������� "���� ��� ���� �������� �� �����

������� ����� �� � #�� ������ ����� � ������ ����������� �� ���� ��� ��� ���� �����
�������� ������� �� �� ������ ��� ���$ ��������� ����$��� ���������� ���� �� ���
���� ���������� ���������� ���� ������ ����� ������� ��� ����� �%���������� �
 ��
�
&''(�� ������ �&''(� �������� � ������ ���� �� � ���� )��������� �������� �� 
� ������ ��� ���$ ������� ��� �� ����� ���������� ��������� �� ��� �)��������� ������
���� ���� ��� ��� ��� �� ��� *����� ��� ������� ��� ������� ������ �� +����*
�� #����� �&''&�, ������ �&''-� ����� *���.�� ��  ������ ������ ��� ���$ ���.
�������� ���� �� ����.)��������� ��������������� ���� ������� ��������� ������
�� ������ ������ �������� ������������� �� ������ ������ �!��������� ��������� ���
�������/����� �� �0�1� �� �2���� �
 ��
� &''-�� 3������ �
 ��
 �&''4� ������� ��.
����� ���$���  ������� �� �5�1� ����� ��� ����� �� ��� �������  ����� ��� �� ���� 
�� � ����� �� ������ ���� ��� ���)�� ������ ������� ��������� ���������� ���� ��

��� ������� �� ������ ��������� ��� ������� � �� ������� �� ���������� �� SO(3)
��� �������� �� �� ����������� ������� ����� ��� ������� ���� ��������� ��� ����
������ �� ����� ��� ������������ ������ �� �������� 
� �� ���� $���� ���� ����������.
���� �� SO(3) ��� ���� �)�������� �� ���� ��� �����.��������� ����������/������
���� �� 0���� ������ ���� ������������� �6������ �4-(�� 0���� ���������� �� ����
)���������� ��� ���.�������� ����������/������ �� SO(3) ������ ��� ������� ����
S3 �� SO(3) �� ���.��.��� �� ��� ������� � ���� ��� ��� ���� ����� p ∈ SO(3)� �����
��� �!����� ��� ���� )����������� ±q� ���� �� ���������� ����.����� ��� ��� �)��.
������ ���� �� ����� ��� ��  �7����� ������ ��� ��� ��� �!���� �� ������� ������

��������� ���������� �� ����� .���� ����� ���������� ��� ���$ �3��� �� 3���������
&'''�� 
� ��� ����� �� �%����� �
 ��
� &''4� ���� ������ ��������� ���������� �� ���
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 �� ��� �� �� ������		�� ������� �!�������"� ��� �$ 0��#� 0�����
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���� ��������� �� �
����� ��� ��� 	���

� ����
��
���� �������� �� �
����� ���� �
�
�
��
 ����
� �� �
����� ���� ����
 �����������
����� �� �
����� ���� ����
������� ���
���� �� �
�����
 ������������� ��� ����������
������ �� �
����� ��� ��� �� � �
�	
����
��� ��
���� 	
��!�
������ �� �
����� ��" ���
���!������ �
�!��� �� � �	��
����� ��������� ���� !���������
� ������
� �� �
�����
��#�

��� ����� 	
����
	�

�� ��
 ���������� �
 �
���
 R �� ��
 �
� �� ��� �
�� �!�

�� ����� ��
 
$	�
��
� 
�
������ ����� �
��
��� ������������ %�

& �
��
��� ��� N �� ��
 �
� �� ���!��� �!�

���
���� ��� ��
 �
� �� ��� 	������
 ���
�
��� '
 �
���
 R≥0 = {α ∈ R : α ∈ [0,∞)} ��
��
 �
� �� ��� �����
�����
 �!�

��� R+ = {α ∈ R : α ∈ (0,∞)} �� ��
 �
� �� ���
	������
 �!�

��� ��� ��
 �
���!�
 ���!
 �� � �
�� �!�

� x ∈ R �� �
���
� |x|�
(�
 )!������� n����
������� �	��
 �� �
���
� Rn� ���� ��� ��
 �
� �� ��� �
����� x
�� ���
����� n ����
� 
� n �
�� �!�

�� �� ��
 ���!�� ����

x =

⎡⎢⎢⎢⎣
x1

x2

���
xn

⎤⎥⎥⎥⎦ = [x1, x2, . . . , xn]
� ∈ R

n, *���+

��
�
 x1, x2, . . . , xn ∈ R� (�
 ��������
� �
����� ��
 �
���
� 
� ����� 
���
�
��
��� '
 �
���
 Rn×m ��
 �
� �� �
�� ������
� ����
� 
� n ���� ��� m ���!����

A = {aij} =

⎡⎢⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
���

���
� � �

���
an1 an2 · · · anm

⎤⎥⎥⎥⎦ . *���+

(�
 �����	��
 �����$ A� = {aji} ∈ Rm×n �� �
����
� 
� ���
��������� ��
 ����
��� ���!��� �� A� (�
 ��������
� ������
� ��
 �
���
� 
� ��	�����,
� 
��� �
��
�
��� '
 �
���
 
� ẋ ��
 ���
 �
�������
 �� � �
���� x� ��
� ẋ = dx/dt =

��



�� ������	


[dx1/dt, dx2/dt, . . . , dxn/dt]
�� ��� �����	��� ẍ = d2x/dt2
 �� ������ 
��������

f ���� ������ D ��� ������ 	����� �� � ��� R �� f : D → R �� ���������	��� ��
f(x) ����� x ∈ D� ��� ��� �������� �
 � ��������� ����������� �������� ẋ = f(t,x)
���� ������� ���������� (t0,x0) ����� x0 = x(t0) �� ������� �� x(t, t0,x0)
 ���

�������� �������� ��������� ��� ������ �� ∇g =
[

∂g
∂x1

. . . ∂g
∂x1

]
, g : Rn → R� ���

∇ · h = ∂h1

∂x1
+ · · ·+ ∂hn

∂xn
, h : Rn → Rn
 �� ������ �� ‖·‖ ��� ��������� ���� �
 �

	����� ��� ��� ������� L2 ���� ��������� ���� �
 � �����! ���� "������ #
$ 
��
���� ������� �� ����� 
 %�� ��� ���� ���� �� Rn �������� �� ��� ������ �� ������
Bδ := {x ∈ Rn : ‖x‖ < δ}� ��� B̄γ = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ γ} 
�� ��� ������ ����
���� δ ∈ R+ ��� γ ∈ R≥0
 ��� ��������� �������� 
��� � ��	�� ����� y �� ��� ���
���������� ���� ��� ������ ���� B̄δ �� ��	�� ��

‖y‖δ = inf
x∈B̄δ

‖y− x‖. �&
' 

�� ��� ��� �������� H(δ,Δ) := {x ∈ Rn : δ ≤ ‖x‖ ≤ Δ} 
�� � ��������� ����� ����
����� ������ δ ��� ����� ������ Δ� �� �������� �������� H(δ,Δ) = B̄Δ\B̄δ
 I �������
��� �������� �����! �
 ����������� ���������� ��� ��� �����(������� �������� ��
������� S(·)� ���� ���� S(x)y = x × y ���� ��� �������� S(x)y = −S(y)x 
�� ���
x,y ∈ R3


)�
������ 
����� ��� ������� �� F (·)� ��� �� ������ �� ωc
b,a ��� ������� 	�������

�
 Fa ������	� �� Fb� ��
������� �� Fc
 *������� ������������ �������� �� ����������
�����
�������� 
��� Fa �� Fb ��� ������� Rb

a


���� ��� �����!� �� ��+������� �!������� �� ��� ���� �� ����� ��������� �
 �

�������� 	����� �� �����!


��� ����� �	
���
�

,���� �������� ��� ����� �� ��� ���� �� 	
��

 ��� ��� ���� �� �
����� �����
��� ���� �������� ����� ����� ��������� ���� ���������� ������ �� ����������� ����(
����� ������� ����� ��� ������ 
��������� ��� ���� ������� �������� ���� ��	������
��� ������ �
 ������� -��� �"���� $../ 


���� �� ��	
��

$
 ��� ����� �
 � ������ �� �� ������� ���� ��� ��� �� ��� 
����0

&
 ��� ������ 	����� 
��� ��� ��� �� ��� ������ ������ ��� ����� ����� �� �����
���� �����	���0

'
 ��������� ������� �
 ��	������� ��� ������������ �� ��� [mean distance to sun]3/2


���� �� ���
��

$
 �	��� �������� ������� �� � ����� �
 ���� �� ���
��� ������ �� � �������� ����
���� �������� 	�������� ������ ����� ���� �� �� �!������ 
����0
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�� ��� ���� �	 
����� �	 
����� �������� �	 � ���� ����
� ��� 	��
� f �������
�� ��	 
���� mv �
 ��� ������ �������� ���

f =
d(mv)

dt
; �����

�� �� � �������� �����
 � ����� f �� ������� ��������	 ��� ����� �������� �����
 ��
����� ����� 
��� ����
��� ���������	 �� ��� ��
� ���������

�� ��� ������������� ����� ���
��� �� �
� ��������
 
��� ��

 m1 ��� m2 �

����� � 

f =
Gm1m2

r3
r, where G = 6.667× 10−11m3/kg − s2. ���!�

"� ���� ��
����� �� ����� 
� ��#� �
� �� ��� ��������� ����	 
�����	��� 
���� ���

�$����� �� ��
����� ��� ����� �� ��� �����	 ��� ��
����� �� ��� 
��������� �� ���
����� �
 �� %����� ��& ��� ��� ��
����� �� ��� ����� �
 �� %����� ��� �'���	 &(()�	

���� ��� ���������
 ��� ������ �����

*

��������� ��	�
 �����


��

�	 ��� 
�����+�� ���
�

�	 ��� ����������� �

�	 ��� ������������

Ω	 ��� ����� �
���
��� �� ��� �
������� �����

ω	 ��� �������� �� ��������


	 ��� ���� ������ �


����

M = n(t− t0) = ψ − e sin(ψ) ���,�

�
 ��� ���� �������	 n �
 ��� ���� ��	��� ������ �
 n =
√
μ/a3	 μ = Gm �


��� ������������� ���
����	 t �
 ����	 t0 �
 ��� ���� �� ��

��� �� ��� ������� ���
ψ �
 ��� �����	��� ������� �
 
��
� �� %����� ��&� -�� ���������
 �� �� �
��
�� ��
������ ��� ������ α = [a, e, i, Ω, ω, M ]�� "�� ����� Ω �
 ������ �� ���
����	����� 
���� 
���� 
�������
 ��� ���� ���� ��� XΥ

�	 
���� �
 ������ ��� ������

������� ������	 ��� ω �
 ��� ����� ���
��� rp ��� ��� ���� ����� "�� ���� ���� �

��� ���� �� �����
������ ���
��� ��� ���������� ��� ����� ������ "�� ��������� ����

��� �� 
������ �


a =
ra + rp

2
=

p

a− e2
, ���)�

���� ������ ���	�
� ������ 	
������� ��� ������	
� ������ 
� 
 ��	
� 

��� ��� ��
� �
	�� 
�

��� ��	�
� Υ� ��	�� ��������
�� �� ��� ������ ��	
�	
� ���� ��� ��
��� �� ��� �
��� ���
�� ���

��
��� �� ��� ��
 ���	
� ��� ���

� ���	
���

��
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a

b

PeriapsisFocal 
point

ν

r

ψ

Apoapsis

rp ra

Μ

������ ��	
 ����
 ������
��� ������ 	�����

����� p �� ������ 
�� ��������	� 
���	� ��� �� ������ ��

p = a(q − e2) =
h2

μ
, �����

����� h = ‖h‖ �� 
�� ����
�  ! 
�� ����
�	� �� ����
�	� "��
 � h = S(r)mv�
#�� ������ ���
���� ra �� ������ ��

ra =
p

1 + e
�����

��� 
�� ��
���� ���
���� rp ��

rp =
p

1− e
. ���	$�

#�� ����
�
����� ��� �� ������ ��

e =
ra − rp
ra + rp

���		�

��� 
�� ����� �
�
��  ! � � �% ��
� ���
 ���� �� ��  ���
 ��� �� ���

�� ��

E =
v2

2
− μ

r
= − μ

2a
, ���	��

��
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�� �
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���� �����	

��

��

��

��������	
����

���������	
����


��������
�

�

��

��

�
�

������ ���	 
���� 
������� ���������� ������ ������

����� v = ‖v‖� � ��������!��� �"������ ���#�� ψ ��� �� $���� � ��������� �$

ψn+1(t) = M(t) + e sin(ψn(t)), ����%�

��� ���� ���� ���� �
������� ��
 ���&����� $�� �

������
 ������ (0 < e < 1) ����
������� '�� ������
 �������� ���
� �� ���� �����	
 ν� �� ����� �� ������ ���� ���
���� �� $���� � 

cos(ν) =
cos(ψ)− e

1− e cos(ψ)
. ����(�

'�� ���� ����� ���� ��� �� $���� �����

ν̇ =
n(1 + e cos(ν))2

(1− e2)
3
2

����)�

��� ��� ���� �$ ������ �� �� ������� ��

ν̈ =
−2n2e(1 + e cos(ν))3 sin(ν)

(1− e2)3
. ����#�

��� �����	
�� �

��
���� �����	

'�� ���������� ��$������ $����� ���
�!�� ���������� ���� ������ ��� ��������� �������*
��� ���� ������� ��� ���� �$ ���� ��� ����� �� ������� ��% ��� ��(�

��
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����� ����	
��
����� �
������ �����

��� ������	�
����� �
�����
 ����� ����� �� ��
���� F i� �
� ��� ��� �����
 ���� ��
��� 	�
��� �� ��� ������ ��� ���� ��� ��
���� xi� yi� �
� zi� ����� ��� zi ���� ��
����	��� �
�
� ��� ���� �� �������
 �� ��� ����� ������ ��� 	�
�����
 ����� ��
�� ���
xi ���� �� ���
��
� �
 ��� ����	���
 �� ��� ���
�
 � !�
�� ��	���� XΥ� ���	� �� ���
��	��� ���
��
� ���� ��� 	�
��� �� ��� �!
 ������ ��� 	�
��� �� ��� ����� �!��
�
��� ���
�
 � !�
��� �
� �
�

" ��� yi ���� 	���
��� ��� ����� ��
��� �����
����

������

����� ����	
��
����� ����	 ����

��� ������	�
����� ���������� ������
	� ����� ����#� �� ��
���� Fef � �
� ���
��� �����
 ���� �� ��� 	�
��� �� ��� ������ ��� ���� ��� ��
���� xef � yef �
� zef �
����� zef �� ����

�
 �� ��� zi ����� �
� ������� �$�!� ���� ���� ���� � 	�
���
�
�
�!
�� ���� �� ωe = 7.292115× 10−5 rad/s� ��!� Fef 	��
	���� ���� F i �
	� ���
��"� ���� ����� 	�
 �"��	�

" $� !��� ��� ���	��$�
� �������
 �� ������� ���	� ���

�	���� �
 ��� �����%� �!���	��

����� ����	
����
���
 �����

��� 
�������������
 ����� ���&�� ��
���� Fn� �� ���
�� ��
����� �� ��� ������%
������
	� �

������ �� ��� ��
��
� �
�
� �� ��� �!���	� �� ��� ������ ����� ��� xn

���� �� ���
��
� ������ ��!� 
����� yn ������� ��!� ����� �
� zn ���
�� ���
�����

����
 �� ��� �!���	� �� ��� ������

����� ������ ����� ������
�� �����

��� 
����� ��$�� ������ ��
���� F l �
� ����	��� �
 #��!�� '�(� ��� ��� �����
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�
 ��� 	�
��� �� ���� �� ��� 
����� ���	�	����� ��� er ���� �
 ��� ����� 	��
	���
���� ��� ��	��� rl ∈ R3 ���� ��� 	�
��� �� ��� ����� �� ��� ���	�	����� �
� ���
eh ���� �� ����

�
 �� ��� ��$���
 �
�!
�� ����
�!� ��	���� ���
��
� �
 ��� ��$��

����
 ����	���
� ��� eθ ���� 	���
���� ��� ��������
��� �����
����
 ������ ���
$���� ��	���� �� ��� ����� 	�
 $� ���
�� ��

er :=
rl

‖rl‖ , eθ := S(eh)er and eh :=
h

‖h‖ , �'�)*�

����� h = S(rl)ṙl �� ��� �
�!
�� ����
�!� ��	��� �� ��� ��$��+ ��� �,	��!$ �
�
-!
.�
�� '//(� ��� ���	������
�

����� �������� ����� ������
�� �����

��� ��

���� ��$�� ����� ��� ��� �����
 �
 ��� 	�
��� �� ���� �� ��� ��

���� ���	��
	����� �� ��
���� Ff �
� ����	��� �
 #��!�� '�(� ��� ��	��� ���
��
� ���� ��� 	�
���
�� ��� ����� �� ��� ����� �����
 �� ��
���� rf ∈ R3� �
� ��� ����� �� ���	���� $"

� ��
����� ��$�� �������
 ��	��� p = [x, y, z]� ��������� �
 F l 	����
�
��� �
� ���
!
�� ��	���� �
��
 ���� ��� $���� ��	���� �� F l� 0		����
�
"�

p = Rl
i(rf − rl) = xer + yeθ + zeh ⇒ rf = Ri

lp+ rl. �'�)1�
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����� ���� 	
�� �
����

 �� ���! �"�� ����� �� � �#�������
 �� ����
�� ��
��� F lb �� Ffb ��� ������ ���
�����$�� �#�������
 ���#��
�%��!�  �� �"�� ��� ����
�� xlb� ylb ��� zlb ��� 
�� ������
�#�������
 ��� xfb� yfb ��� zfb ��� 
�� �����$�� �#�������
 ��� �������� $�
� �
�
#�����#�� �"�� �� ����
���  �� ������ ��%� 
���� ������� �� 
�� ���
�� �� ���� �� 
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�
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 $� ���� �� ��"�����! ����
 ������ ����
��
Fa� $��� ����#
�� ����
� ��� ����������' ��� ������ ��(�  �� )��
 ����� %��
�� ��
#������� $�
� 
�� ����
 ����� er� ev �� #���
��� �� 
�� �����
��� �� 
�� �#�������

%�����
! %��
��� ��� en �� ���#��
��� 
�� ����
������� ��
�������� ����� ���� 
��

en = S(ev)eh�

��� ����� 	��
��
���	�

�
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�� �#�������
 ��
�
��� ��� 
������
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Elliptic
orbit

er

eθ

en

ev

ν

������ ��	
 ����
���� ��������� ����� ������� ��� �������� ������

�  � ��� !� � ����� �!�� ��� �� ��"����� �� �� � �! � �!� �� ��� R ∈ SO(3) ���������

SO(3) = {R ∈ R
3×3 : R�R = I, det(R) = 1} , �	
��


����� �� ��� ������� ���������� ����� �� ����� ������ ����� I ������� ��� ��������
������
 �� ��������� �������� ��� �������� �������� �� ���� (Rb

a)
−1 = (Rb

a)
� = Ra

b �
��� ���������� �������������� �� � ������ r ���� ����� a �� ����� b �� ������� ��
rb = Rb

ar
a


����� ��� �	 �
�� �
���

��� �������� ���� Fn �� Fef ���  � ��������� �� �!������ 	""	


Ref
n =

⎡⎣ − cosλ sinφ − sinλ − cosλ cosφ
− sinλ sinφ cosλ − sinλ cosφ

cosφ 0 − sinμ

⎤⎦ , �	
	"


����� λ �� ��� ���������� ����� φ �� ��� �����	
�
�
�

���������	 �
 ��	 ����
�� ��
����	 �� � ������
 �	������ ���� ��	 ��		����� �	������ 	��

��	

	� �� �	��		
� �����	
 ��� 
	����
�
��������	 �� � ����� �
 ��	 ����
�� ��
����	 �� ���� ����� ����� �� 
���� �� ��	 	������

	���	

	� �� �	��		
� ���� 90◦ �� 0◦ �� ��	 	������ ��� −90◦ ��

��



���� ����� 	��
��
���	�

�

����� ���� �� ��	 
��
�

��� �������	 
��� Fef �� F i ��	 
� ��������� ��

Ri
ef =

⎡⎣ cos(ωet+ α) − sin(ωet+ α) 0
sin(ωet+ α) cos(ωet+ α) 0

0 0 1

⎤⎦ , ������

����� t �� ���� �	� α �� �	 �	����� ����� 
�����	 ��� xef �	� xi �� t = 0� �	�
ωe = 7.292115× 10−5 rad/s �� ��� ��	���	� �	����� ���� �
 ��� ����� ����	� ���
�������	 ���� zef �

����� ��	 �� ����� 
��
�

��� �������	 
��� ��� ��� 
���� F i �� ��� ��
�� 
���� Fs� ����� s = f, l 
��
������ �	� 
�������� ����������� � ��	 
� ������
�� 
 ����� ��������� �������	�
�!���� �""#�� ����

Rs
i = Rz(ω + ν)Rx(i)Rz(Ω) ������

=

⎡⎣ c(ω + ν) s(ω + ν) 0
−s(ω + ν) c(ω + ν) 0

0 0 1

⎤⎦⎡⎣ 1 0 0
0 ci si
0 −si ci

⎤⎦⎡⎣ cΩ sΩ 0
−sΩ cΩ 0
0 0 1

⎤⎦ ����$�

=

⎡⎣ c(ω+ν)+cΩ−cis(ω+ν)sΩ c(ω+ν)sΩ+s(ω+ν)cicΩ s(ω+ν)si
−s(ω+ν)cΩ−cisΩc(ω+ν) −s(ω+ν)sΩ+c(ω+ν)cicΩ c(ω+ν)si

sisΩ −sicΩ ci

⎤⎦ ,
����� ν �� ��� ���� �	���� ��%	�� �� ��� �	��� 
�����	 ��� ��&�� ���� ���	��	�
�� ��� ������� �	� ��� ������ r ���	��	� �� ��� ����������� ��������
�� 
��� ���
����� 
���� F �	� c(·) �	� s(·) ��	���� ����	� �	� ��	�� ����������� � ��� �	�����
�������	 �� �
���	�� 
 �������	� ��� ����� �
 �������	� �!���� �""#�

Ri
s = R−1

z (Ω)R−1
x (i)R−1

z (ω + ν). ����'�

!�	�� Ri
s = (Rs

i )
−1 = (Rs

i )
T � ����'� ��	 
� ������	 ��

Ri
s = RT

z (Ω)R
T
x (i)R

T
z (ω + ν). ����(�

����� ����� �� ���� 
��
�

)������ �
 ��� ��	������� ����� �	 ��� *�	������� ���	� ����� �	���
 +��� �!����
�""#� �	
� ������	
�	
 ��� �
��	 ���
����� �� ����������,� ���
��� �
 SO(3)� ���
�������	 ������ ��	 
� ������
�� �� � �������	 
 �	 �	��� θ �
��� ��� ��������	��	�
�	�� ����	������ k �� ������	� �	� -�������� �..��

R = cos(θ)I+ sin(θ)S(k) + [1− cos(θ)]kk�, ����/�

����� �� ������ ��� �	������

 ���������
���
�	 �
 ��� �������	 ������� ����� ������

����
 ��� �
��	 ���� �� ����������,� ���
��� �
 SO(3)� ��%	�� 
 η = cos (θ/2) ∈

��



�� ������	


R �� ��� ������ 	��� �
� ε = k sin (θ/2) ∈ R3 �� ��� ����
� 	���� �����
� �
 �
�
����	

��
� �
����

 ������

R = I+ 2ηS(ε) + 2S2(ε). ������

��� ����
� q = [η, ε�]� 
� ����� 	��������� ��
 �� ������� �� � ���� ��������	�

����
� ���
�� �� q ∈ S3 = {x ∈ R4 : x�x = 1}� ����� ��� ��� S3 �
��� �
��
�	 ���� ������
�

 �����	������

� ����� �� ������������ �
� ���
�������� ��� 

�
�
���������� �
� ��� ������
�

 	�
���� ���
�� ��

q1 ⊗ q2 =

[
η1η2 − ε�1 ε2

η1ε2 + η2ε1 + S(ε1)ε2

]
. ���� �

��� �
����� �
����

 ��
 �� 	���
���� �! ���
� ��� �

"����� 
� q ����
 �! q̄ =
[η, − ε�]� �
� ��� �
����

 ��
 �� ��	������ ��

qc,a = q̄b,a ⊗ qb,c = qa,b ⊗ qb,c. ����#�

$
�� ���� ������� 
� ��� �
�� ��
��� 
� ��� ������
�

 ����
�� �� ���� ���� q�q =
η2 + ε�ε = 1 ����� �� �
��
�� ���� R = I ⇔ q = [±1, 0]� 
���
 ��	������ ��
q = ±qid�

����� ����	�
�� 
� ����
 ��
��

��� �
����

 ��
� ��� ��������! ����� �
 ��� 
���� ����� ��
 �� ��	������ ��
�%����� �
� &�
'�
�� �(()�

Cs
a =

h

pv

⎡⎣ p
r e sin ν 0

−e sin ν p
r 0

0 0 pv
h

⎤⎦ , ���)(�

����� p = h2/μ �� ��� ����*����� ������ 
� ��� �	�������� 
����� μ �� ��� ��
��
����
���������

�� �

���
� 
� ��� ������ v �� ��� ���
����� 
� ��� ���
���! ����
�� e ��
��� 
���� ����
������!� �
� ν �� ��� ���� �

���!� $
�� ���� Cs

a �� 

� �
 ��
���� �
	�
	�� �
����

 ������ ��
��

det(Cs
a) = 1 + e2 + 2e cos(ν), ���)+�

���� 

�! �
��� �
� �������� 
����� ����� ��� �
����

 ������ ���
��� ���
���!�

��� �����	
� ����
���	��

,
 ���� %����

 �� ���� 	����
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� ���
�����
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�
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� ����
���	��

����� ��� �	
��
 ���
���

������� �	 �
��� ��� �
����� �� ����������	�� ���������	 ���� ��������� ������� �����
��� ��� �� ��� ������ �����	� �	 �	 ������ ��	 �� ������	 �� ������ ���� 

fi = G

j=n∑
j=1

mimj

r3ij
(rj − ri), i �= j, �!"#! 

����� G �� ��� �	������� ��	���	� �� �������� �	� rij �� ��� �����	�� ������	 �	� ��

�������� ��$	�� ��

rij := ‖rj − ri‖. �!"## 

%��	� &����	'� ����	� ��� �� �����	 �!"( � �!"#! ��	 �� ������	 ��

d2ri
dt2

= G

j=n∑
j=1

mj

r3ij
(rj − ri), i �= j. �!"#( 

)��� ��� &*���� 
������� �!"#( ��	 �� ������� �� ��� ��
���	���� �+�����	 �� ���
��� ���� 
������

d2r

dt2
+

μ

r3
r = 0, �!"#, 

�����
r := r2 − r1 �!"#- 

�� ��� �������� 
������	 ������	 ��� ��� ������� �	�

μ = G(m1 +m2), �!"#� 

����� . �� ��� ����������	�� ��	���	�� �	� m1 �	� m2 ��� ��� ������ �� ��� ���
������"

����� ��������� �
������ ����� ���� ������


/�� ����� �+�����	 ��������� ��� ��	����� �� ��� �
�������� �	��� ����� ��	�����	��
��� ��	�����	� ���� ����� ��	�� �	���	 ������� $��� ���� ��	������� ���� �0���	��
��������	���" /���� ��������	��� ��� ��	���� fdl �	� fdf ��� ��� ������ �	� ��������
�
�������� ���
��������� �	� ��� �	
�� ������� ���� ��������� �	 ����� ��� �
��������
��� ��	���� fal �	� faf ��� ������ �	� ��������� ���
��������1 �!"#, ��� ���	 ��
�0
������ ��

r̈l = − μ

r3l
rl +

fdl

ml
+

fal

ml
�!"#2 

r̈f = − μ

r3f
rf +

fdf

mf
+

faf

mf
. �!"#� 

/�� �������� 
������	 ������ ��	 �������	� �� ������ �	� 3�	��	� �!44# �� ������	
�� p = rf − rl = xer + yeθ + zeh� ���� �����	�	�

p̈ = r̈f − r̈l = − μ

r3f
rf +

fdf

mf
+

faf

mf
+

μ

r3l
rl − fdl

ml
− fal

ml
, �!"(4 

��
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��� �� �����	
����� 
� ������

mf p̈ = −mfμ

[
rl + p

(rl + p)3
− rl

r3l

]
+ faf + fdf − mf

ml
(fal + fdl). ������

��� �������� �� ��� ��

�
�� ����� ����� ��� �� ��������� �� ��� 
����� ����� �����
��������� ��

rf = rl + p = (rl + x)er + yeθ + zeh, ������

��� �� �������������� �
��� 
� ������

r̈f = (r̈l+ẍ)er+2(ṙl+ẋ)ėr+(rl+x)ër+ÿeθ+2ẏėθ+yëθ+z̈eh+2żėh+zëh. ������

��� ��

�
��� ��
������ ��� �� ���
� ������������ �� ��� �!!"�

ėr = ν̇eθ ër = ν̈eθ − ν̇2er ������

ėθ = −ν̇er ëθ = −ν̈er − ν̇2eθ, ����#�


���� �� ���	
� �� ����� ���� eh �� �������� �	� �� ��� �
��� ��	�

ëh = ėh = 0 ����$�

����� �	�%��%�
��� ������ �� ��� ����������� ���� �� ��������� ������&����$� ����
������ 
� ������

r̈f = (r̈l+ẍ−2ẏν̇−ν̇2(rl+x)−yν̈er+(ÿ+2ν̇(ṙl+ẋ)+ν̈(rl+x)−yν̇2)eθ+z̈eh. ����"�

'��� ���� ��� �������� �� ��� 
����� ���������� ��� �� ��������� ��

rl = rler, ����(�

��� 
��� ������������� �
��� 
� ������

r̈l = r̈ler + 2ṙlėr + rlër, ����)�

��� �� ��������� ������ ���� ����)� 
� ������

r̈l = (r̈l − rlν̇
2)er + (2ṙlν̇ + rlν̈)eθ. ���#!�

*	��������� ���#!� ���� ������ ����	
���� ��� ������ ����� ����+���+� �� ��� ��
���+�
�������� +����� 
������ ��

p̈ = r̈f − r̈l = (ẍ− 2ẏν̇ − ν̇2x− yν̈)er + (ÿ + 2ν̇ẋ+ ν̈x− yν̇2)eθ + z̈eh. ���#��

*	�����	���� �,	����� ���#�� ���� ����!� 
���� �� ��� -��
 �������� �������� ����

������������ �� ��� �!!"�

mf p̈+Ct(ν̇)ṗ+Dt(ν̇, ν̈, rf )p+ nt(rl, rf ) = Fa + Fd, ���#��


����

Ct(ν̇) = 2mf ν̇

⎡⎣ 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

⎤⎦ ���#��

��



���� �����	
� ����
���	��

�� � �������		�
��� ���������
��� 	�
����

Dt(ν̇, ν̈, rf )p = mf

⎡⎢⎣
μ
r3
f

− ν̇2 −ν̈ 0

ν̈ μ
r3
f

− ν̇2 0

0 0 μ
r3
f

⎤⎥⎦p ������

	�� �� ������ �� � 
�	��������� ��
��
��
 ������ ���

nt(rl, rf ) = mfμ

⎡⎣ rl
r3
f

− 1
r2
l

0
0

⎤⎦ ������

�� � ���
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�&���� ��$�������� ���� ����� �� ������� ������� ���� ���������� ���������
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������ ��	
 ����
������ ��� ��� 
��������� �� ��� ������� �������� �������������
����������

����� ����	
� �
�	������ ����
�

�� ���� ������� �� ���� ������� 
���������� ������ ������� �� � ���������� �� ������
���  ��� 
���������� ������ ��� �����
 �! ������������� �������������" �� ��������

���" ����� ��
������" ����� ���
 ��
 ����
#��
! ���������� �������

������������	 
�����
�����

$ ���������� �� ��������
 �! ��� ����������� ����� �� ��� ����� ����� ��� �� 
�#
������
 �! � ���
���� �� � ������ 
����
��� �� ��� 
������� ������� ��� ����� ��

��� ���������� �! ��� �������� U(r) = −μ/r� ��� ����� �� ��� �  ��� �����������

�� � ������ ����� �� � ������� ������" ��� ������ �� ������ ��
! ������� �� ���#
�����  ��� 
������������ %������ �� ���� ���������� ������� ���� �� �� �

�
 �� ���
������������� ��������� ��
  �! �� ��������
 �� &'���(" )*+,-

U(r, φ, λ) = −μ

r
+B(r, φ, λ), &��*.-

����� μ = Gm" r �� ��� ���������� 
������� �� ��! ����� P �����
� ��� ������ ��
��� �����" ��
 B(r, φ, λ) �� ��� ����������� ��������� ��� ���� ��������� ���
 ��
������� ��� ������ ���
���� ������� �� ��� ������  ��� 
����������� �� ��� ������
��� ���� ���� φ 
������ ��� ���������� ������
� ��
 λ ��� ������������ �������
�
�� ��� ��
! �������� �� ����� �� ������ ��	�

��
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����� ���	 ��

���� ��
 
������� �������� ���������
 �� �� 
����� ��
 ��
�� ������

n m Snm Cnm

� � � �

� � −0.9× 10−6 1.57× 10−6

� � 0.27× 10−6 2.19× 10−6

� � −0.21× 10−6 0.31× 10−6

����� ���	 ����� �������� ���������
 �� ��
�� ��

� Jn
� 1082.6× 10−6

� −2.53× 10−6

� = −1.61× 10−6

��� 
�������� �������� �����
��� ��� �� ������� �


B(r, φ, λ) =
μ

r

{ ∞∑
n=2

[(Re

r

)n

JnPn(sin(φ)) +

n∑
m=1

(
Re

r

)n

��� �!

× (Cnm cos(mλ) + Snm sin(mλ))Pnm(sin(φ))
]}

,

����� �
 ��� ��"���� 
����
 �� ��� �����������	 �������� �� ��# ����� P � $����%���
��� ����
�����
 
���� �� &����� ��'( ��� ���������
 ��� 
�"��
 �
 ������


Re ) ���� �*�������� ��
��
 �� ��� �����+

cos(mλ) ��
 sin(mλ) ) ��������
 �� λ+

Jnm ) %���� �������� ���������
+

Jn ) %���� �������� ���������
 �� ��
�� 0+

Pnm ) �

������
 ,����
�� ���#������ �� 
����� n ��
 ��
�� m+

Pn ) ,����
�� ���#������ 
����� n ��
 ��
�� 0+

Cnm ) ��

���� �������� ���������
 ��� n �= m+ ��


Snm ) 
������� �������� ���������
 ��� n = m�

���
� ���������
 ��� � ��
��� �� ��� -����.
 ��������

( ��
 ��� /����
 ��� ����

�# 
�������� ��
��/����� ��
 ����������� ���
�������
� 0��� ���� ��� /����
 ���
�������� ���� ����+ 
��� �� ��� /����
 ��� ��� 1���
 2��
���� 3��/�# �123! ����
� 4� ��� ���
����
 �� �����
 ��� ��
 ����

5� �
 ��������� �� ������ ���� ��� ���������
 
��
�.� ����

����# 
�����
� ����
��� ��
�� ������
�
 ����/��( ��� ������ (Re/r)

n
�� ��� �! ��
 ����� ��6����� ��

��



���� �����	
 ����
��	�����

����� ���	 
����
�� ������������

� � Pnm(u) Pnm(sin(φ))
� � � �

� � u sin(φ)

� � (1− u2)
1
2 cos(φ)

� � 1
2 (3u

2 − 1) 1
2 (3 sin

2(φ)− 1)

� � 3u(1− u2)
1
2 3 cos(φ) sin(φ)

� � 3(1− u2) 3 cos2(φ)

��� ������� ��� �������
� �� J2 �� �� ����� ��� ����� ������ ���� ��� ����� Jn
����������� ��� ����������� �������� � ��������
 ���� ��  ��!�" ��� �� ���
�

U ≈ −μ

r

[
1−

∞∑
n=2

(
Re

r

)n

JnPn sin(φ)

]
=

μ

r
[U0 + UJ2 + UJ3 + . . . ],  ��!#"

$���� ��� �������� ��	
����
	� Pnm ��� ����������� �� cos(φ) ��
 sin(φ) ��
 ���

����
 ��

Pnm(u) = (1 − u2)
m
2

dm

dum
Pn(u).  ��!%"

& ������ �� 
����
�� ����������� �� ��������
 �� ����� ��� ���������
 ����
 ��
 ��!%"' ��
 ����
 �� �����' ��� ����� ��  ��!#" ��� �������
 ��

U0 = −1,  ��!("

UJ2 =
1

2
J2

(
Re

r

)2

(3 sin2(φ)− 1),  ��!)"

UJ3 =
1

2
J3

(
Re

r

)3

(5 sin3(φ)− 3 sin(φ)),  ��!!"

$���� P2 = P02 ��
 P3 = P03 $��� ���
� *� �����
����� ���� J2 �� �� ���� ������
���� ��� ����� ���������� �� �� ��� ���� ��������� ������ �� �� ���
� *� ���������
 ��!(" ��
  ��!)" ����  ��!#" $� ������ �� �����+�����
 ���,��������� ���������
�������� $������ ��

U =
μ

r
[U0 + UJ2] =

μ

r

{
−1 +

(
Re

r

)2

J2
1

2
[3 sin2(φ) − 1]

}
.  �����"

&� ��� �� ���� ����  �����" ��� ���������� ��������� �� ���� 
����
��� �� ���
������
� �� ��� ����������� ��� ���� sin(φ) �+������
 �� F i ��� �� $������ ��

sin(φ) =
z

r
=

z√
x2 + y2 + z2

,  �����"

$���� x' y ��
 z ��� ��� ���������� �� r $���� �� ��� ,����� �������� ���� ��� ������
�� -���� �� � ����� P �� ������ ��� ���,��������� ����� ������ �� ��� ���������� ��
���� ����
 ��

F = −∇U(x, y, z),  �����"

��
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��� �� ����	�	�
 ��
���� �	�� ��
���� ��� ��
���� �� ��� ��� 
���	���	���� ������
�� ������ ���� ��

Fx = −∂U

∂x
= μ

[
− x

r3
+

1

2
J2R

2
e

(
15

xz2

r7
− 3

x

r5

)]
��
����

Fy = −∂U

∂y
= μ

[
− y

r3
+

1

2
J2R

2
e

(
15

yz2

r7
− 3

y

r5

)]
��
����

Fz = −∂U

∂z
= μ

[
− z

r3
+

1

2
J2R

2
e

(
15

z3

r7
− 9

z

r5

)]
. ��
����

��
 ��
���� ��
���� ��� ���� �� ��	���� �� � ���� ���!��� ����

F = μ

⎡⎢⎢⎢⎣
− x

r3 + 1
2J2R

2
e

(
15xz2

r7 − 3 x
r5

)
− y

r3 + 1
2J2R

2
e

(
15 yz2

r7 − 3 y
r5

)
− z

r3 + 1
2J2R

2
e

(
15 z3

r7 − 9 z
r5

)
⎤⎥⎥⎥⎦ , ��
��"�

��� ��� !���#����	�� ��#��� �� ��� J2 
���	���	�� ����� ��� ����� 	� ��� ������ �����
�� ��
��"� ��� ��� �� ��	���� ��

fgrav =
1

2
μJ2R

2
eR

sb
i

⎡⎢⎣ 15xz2

r7 − 3 x
r5

15 yz2

r7 − 3 y
r5

15 z3

r7 − 9 z
r5

⎤⎥⎦ . ��
��$�

%��� ���� ��� J2 !���#����	�� ��#��� ����
�� 	� ��� ���	��� !��������� Ω& ω ���
M ���� �	��


��������	
� �	
�

'����!���	� ���
 	� � �	��#������ ��	�� �(	��� ���� 	� ��� ����� ���	��& ��!��	����
��� ����� ���	�� �)�*� ��� �+�����& ���� 	�& ���	�� �� 600 km �� ���� ���	�#��&
����#�� ��� �����!���	� ����	�� ��������� �(!�����	���� �	�� 	������	�
 ���	�#��

,�� ����	�� �� ��� �����!���� ρ 	� ������ ��

ρ(r) = ρ0e

[
(r−r0)

h

]
, ��
��-�

����� ρ0 	� ��������� ����	�� ��� r0 	� ��� ��������� ���	� ���	#�. 	� � �	��#��� ���	� 	�
���#���& ��� ����	�� ρ 	� ��������
 ,�� !���#��	�
 ����� Fatm& ���/	�
 	� �!!��	��
�	����	�� �� ��� �!�������� �����	��& ��� �� �(!������ �� �0	�	& �11$�

Fatm =
1

2
ρv2CdS, ��
��1�

����� v 	� ��� �!�������� �����	��& Cd 	� ��� ���
 ���2�	��� �� ��� �!�������� ��� S
	� ��� ��#	������ �!�������� �#����� 	� ��� �	����	�� �� ��� ���	��
 ,�� ���������	��
�� ��� �!�������� ��#��� �� ��� �����!���	� ���
 ��� �� ��#�� ��

faatm =
Fatm

ms
, ��
����

��



���� �����	
 ����
��	�����

����� ms �� ��� ��	
�
�	�� �	�� 	
� Fatm = [0, − Fatm, 0]�� ��	��	
��
� 	
�
����������
� ������� 	
� ������� ��	�� ��

v · faatm =
−v(ρv2CdS)

2ms
, �������

����� ��� ���� CdS/2ms �� ����� �� �	
 ��������� ��	
��	��� �	
 �

��������
�
�� ��� �
 
��

��
� ��

fatm = −Rsb
s Cs

a

1

2
ρv2CdSev = Rsb

s Cs
a

⎡⎣ 0
− 1

2ρv
2CdS
0

⎤⎦ , �������

�	


 fatm �� �	
 �

��
���� ��
�
 ������ �� �������
 �� �	
 ��

����� �� ������ ��
�	
 ����
�
���� Cs

a �
���
� �	
 �
�����
������ ���
�� �
�� �������
� �� �
��� �
��
�
��� ev �
���
� �	
 ���� �
������ �
���
� �� ��
�	

 ������������ �	
 

�������	��

da

dt
= −ρ

√
aμ

CdS

ms
����� �

��� �
 ������
� �	����� �	�� �	
 �
��!��"�
 ���� a �� �
�

����� ��

 ���
 �
����

�� �	
 ������	

�� �
�� ��� 
��
� ��
�
 �� �

�
� �� �����

��� �	
 �����
����
 ��
�

�� �������� � �������� ����
�
��� �
����

����� ��������	 �	� 
���� ��	�
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����� ��
 ��� �	
 
�
��
�����
��� ���
� 
�����
�
�� �	
 #��� �	��
 �	
 ����
 ���� �� ������ ����$
� ����
� ��� 
�
��
��� 
�����
�
�� �	
 #��� �	
 
�������� �
�� ���	 �	
���
�� �
����
� � �	������ �

���


�� �	
 ����
�
��� ���� ������� � �����
����
 ��
�
% �	
 �

���

 �� �
���
������
�� �	
 ���	���� ��� ����
���� �

 ���� �

� �

 ���� ���
� �� �	
 
���������
&��
 �	�� �	
 ����
 
�������� ���
���� '�� �� �(( �� �((( ���
� �

��

 �	�� �	

����
 ���� �#���� �))*�� �	
 �
�� ����
 	�	
�� ��� �� �	
 +�
�	,� �������� ��� �


��

��
� ��

Fe =
1358

1.0004 + 0.0334 cos(D)
, �����-�

�	


 . �� �	
 /�	��
/ �� �	
 �
�
� �	��	 �� ��������
� �� ���
���� �� 0��� -
�1

�$� �)*2�� �	
 ������� ����
 ��
 �	
 �
�� ����
 
�

�� '�� �� +�
�	 ��
Fe ≈ 1367 Wm−2� �	
 ����� �

��
������ �
�� ����
 
�������� ��� �
 �
���
�
��

frad = −Rsb
s

Fe

c
cos(θsun)A[(1 − ε)eSun + 2ε cos(θsun)n], �����3�

�	


 c �� �	
 �
������ �� ���	�� A �� �	
 �
���!�
������� �

� �� �	
 ����
�
��� �

!
�
�������
 �� �	
 #�� ���
� n �� �	
 ��
��� �
���
 �� �	
 ����� eSun �� �	
 �
���

�������� ����
�� �	
 #��� θSun �
���
� �	
 ����
 �
��

� �	
 �
���
 eSun ��� �	

��
��� �
���
 n� ��� ε �� �	
 ����
����� �	�
���

����� �� �	
 ����
�
���� �	
 ����

�� ε ��
� �
��

� 0 ��� 1 �	


 ε = 0 �� � ����� ����� �	��
 ε = 1 �� �
��
����� �
���� �	��	 �� �

�
���� 

'
����� ��� ���	�� ������� ����
� 
���
� �
�� 0.2− 0.9 ��

����
�
��� ���

�����

�� ����� ���	 
� � �
	�
��� ���	 �

�
 
� ����
����� ��������	 ������
��� �
�� 
�� 
� �������

��� 
��
���� �������������
� ���
��
���

��
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r

r
1j

xi

yi

zi

r
2j

m
1

m
2

m
pj

α
j

������ ��	
 ���
����� ����� ��� ��� n����� �������� 
��������� �������

���������	 
���
����� �����

� ����������� ���� ��� ��� �� ��� ����� ������� � 
��������� �����  ��� ���
��� ��
�� �������� �
��������  ���� ��� ����� ������� �� ��� ������� !�
������ ������ �
��������"����� �� ���� 
������ ����� �� ��� ������ ����	
�  ���� �� � ������ �������
��� n ��#����� ������ �� ����$�� �� ������� ��%�&� '���� �� (��)�* ��� �������������
��� m1 ��� m2 ��� ����� ��

d2r1
dt2

= G
m1

r312
(r2 − r1) +G

j=n∑
j=3

mj

r31j
(rj − r1) (��&&+*

d2r2
dt2

= G
m2

r321
(r1 − r2) +G

j=n∑
j=3

mj

r32j
(rj − r2), (��&&	*

 ���� (��&&+*,(��&&	* ��
������� ��� ������  ��� ���
��� �� ��� �������� ����������
�-��� ��� �� .���� �������� �
��������  � ������ m1 = Me ��� ���� �� ��� .�����
m2 = ms ��� ���� �� ��� �
�������� ��� mj ��� ���� �� ��� j��� 
��������� ����

�
� ���� �� ���� ����� F i �� ������� �� ��� ������ �� ��� .����  � ��$� ����
r1 = 0� ��� �� ����������� (��&&+* ���� (��&&	*  � ������

d2r

dt2
+G

r

r3
(Me +ms) = G

j=n∑
j=3

mj

[
r2j

r32j
− r1j

r31j

]
(��&&/*

 ����  � �� ������� ������ rij := rj − ri ��� ��� i �= j� 0�� 
��������� ����� ��� ��
��� n− 2 
��������� ������ ��� ���� ��  ������ ��

fbody = Rsb
i

j=n∑
j=3

μj

[
r2j

r32j
− r1j

r31j

]
, (��&&1*

 ���� μj = Gmj �

��
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��	�����

����� ����	�
����� 
����

��� ����� ��	�
	�����
 ��	�� ��	��
� �
 �
 ��	�� �	����
� ������	��� ��� �� �
��
��	���� ��

fd = fatm + fgrav + frad + fbody, �������

���	� fatm �� ��
��� �� ��	���
���� �	�� fgrav �� ��
��� �� ���� ����	��
���

�� ��� ��	�� frad ��
��� �� ����	 	�������
 �
� fbody �� � �	�!������
�� ��	�
	���
���
 ��
��� �� � ���	� ����� ��� ����� ����
	��
�� ��	�� ��
 �� �
��
��� �
 ���
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	���	�� ��� �	�	
�	 ��� �
�	��� ��
� �� ‖fd(t)‖ ≤ βd�

��� �� ��	� 
� ��� ��������	
�� �
� ���
�
���� 
�	 �� ����
	���� ���� �
����� ��

��
�	 �	 ���� ��
��
	� ���� f̂d(t)� �� 

��� ��� ���� �
 ��� 
������ �	������ ��
�

���� f̃d(t) = fd(t) − f̂d(t)� ���� �������� 

��� ����
� ��� ����� �
�	� ��
� ����

‖f̃d(t)‖ ≤ βd̃ < βd� ����� 
	 ��� ������� 
� ��� ��������	
� �
����	��

����� �����	
 ����
����� ����
��

#
 ���� ������
 �� ���� �	���
� ����
	��
��� ��	$
�� ��	��
� �
 � ������	��� �
 �	���
�� �
 %�����
 ��&��� ��� ���
 ����
	��
�� ��	$
�� �	� ��
��� �� �	�!��� �	����
�
�
� ��	�
	��
� ��	��� ��	��
� �
 � ������	��� ���	� ��� ��
��	 �� ���� �� ����������

������� ��������

'	�!��� �	����
� ��	$
� �� ��	��
� ��� ������	��� �� ����
 ��� �"�� �� ��
��
� ���
��
� �� �
�	��� !�	������� �
� ��
 �� �"�	����� �� �%��� �((&�

τ gg = Rsb
i 3

μ

r5
S(r)Jr �������

)��� ���� τ gg = 0 �� ��� �
�	��� ���	�" �� �
 ��� ��	� J = αI ���	� α ∈ R+ �	 ��
��� �������
 !����	 �� ��	����� ���� �
� �� ��� �	�
����� ���� �"���

����	�
��� ����	� ��	��� 
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�����

��� 	������
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� ��
��� �� ��	�
	��
� ��	��� ��
 �� ��

� �	�� ��� 	������

������
� �
� '	�!���� �����

τ j = S(rc)fj , �������

���	� rc �� ��� !����	 �	�� ��� ������	��� ��
��	 �� ���� �� ��� ��
� �� �����
 �� ���
��	�� fj �
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τ d = τ gg + S(rc)(fd). �������
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 �� ���
 �
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 	��
��� ���� �� �
��
��� �
 ���� �
������
� ������	 ��	�
���
� ���� ���,
��� �� $������� ��� ������������ 	��
���� -�	 ����������) ��� �
���	� ��$� �	��� ��

������ ������	 ���
�����
 ��	�����	� ��	 ��� ���
�����
� �� ���� �����	���
 ��,
����
 	��
��� �����	� ���	���	�) �� 
����
� ���� �� �.�������� ������) �� ���� 
�� ��
��� �������
� ��	�����	��

/�� ���
�����
� ��	� ��	��	��� �
 "��
��
�TM 
��
� �����	 � $�	����� ������,
����  

��,(
��� 01�&% ���$�	 ���� 	�����$� �
� �����
�� ����	�
�� �� 10−9 ��	
���
�����
� �����
� 
���� �	 � 2.�� ����  

��,(
��� 01�& ���$�	 ���� ���� ����
�� 1 × 10−3 s ���
 
���� �� �
��
���� ��� 	���� ���� ����
�� �� �
�	��� ��	�
�����
 �� Js = diag{4.35, 4.33, 3.664} kgm2 �
� ������ �� ms = 100 kg) �
� ��	
���
�����
� �� ������	��� ��� �	��� ��� �����
 ���� ��	���� �� 600 km) ������ ��
750 km) �
���
����
 �� 71◦) �
� ��� �	�
��
� �� ��	���� �
� ��� 	���� ����
���
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��
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��� �� 0◦� -�	 �����	,�������	 ��	�����
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� ���� ��� ��	�
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��
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��� ��	 	���	��
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��� �����	 ������	����
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��� �� σBn = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ σ} �
� ��	�
����� �� ��� �		�	 �

����
� �� ���� ��� ����
	�� ������ qn �����2�� qn = (q +
0.05B4)/‖q+0.05B4‖ �
� ωn = ω+0.01B3 ��	 	������
�� ��
�	�� �
� pn = p+1×
10−3B3 �
� ṗn = ṗ+5× 10−4B3 ��	 �	�
������
�� ��
�	��� ��� ��4�	 ��
�	��
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Jq =

∫ tf

t0

ε̃�ε̃dt, Jω =

∫ tf

t0

e�ω eωdt, Jp =

∫ tf

t0

τ�
a τ adt, �����&�

���	� t0 �
� tf ��2
�� ��� ���	� �
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� �� ��� ���
�����
 ��
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Jpos =

∫ tf

t0

p̃�p̃dt, Jvel =

∫ tf

t0

˙̃p� ˙̃pdt, Jpow =

∫ tf

t0

f�af fafdt, �������

����� ��� ��	����	�� Jpos �	
 Jvel 
�������� ��� �	������ ��	����	�� ����� �� ���
�������� 
������	 �	
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�������� ��� �	������ �� ��� �

���
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��� ���������	 ������� 
����	��
 �	 ���� ������	 ��� ����
 �	 ��� ������� 
�����
 �	
������	 ����� �	
 ������	 ���� � !� ���� �����	 �� ���
��� ����� ������� ���� ���
���������	 ������� 
����	��
 �� "������	��	 �� ��� ��##$� ����� ��� ��
�� 
�����

�	 ������	 ����� ���� �����%�
� ���������� �� ���� �����	 ��� ��� ���
�� �
��������
� �������� &���� ����� ���� �	 ������
� �� 250 km� �	���	����	 �� 22.5◦ �	
 ���
������	� �� 
������ �	
 ��� ����� ����	���	 �� ��� ����	
�	� 	�
� �� 0◦� ���
�	����� �������� 
������	 �	
 �������� ���� �����	 �� ���	
����� �ṗ(t0) = 0 m/s� ��
p(t0) = [0, − 100, 0]�m�

'����� ��( ����� � 
��� ���� ���� ������� ���������	� �� ��� �������� 
������	 �	

�������� ������� �	� ����� 
����������	�� )� ��	 �� ���	� ��� �������� �
��������
������ ��� ���
�� �
�������� ���� � ���� �� ���� ��	���	� �������� 
������	 �	
 ��*
������� ���� ��� ��	�� ��� ���
�� ����� �� �������� �	
 ��� 
��	� −100 m ���	� ���
eθ ������ �� 	�� 
��� �� ��� ���� �������� ����� �	
 ��	�� ���� ���� ���� �	�����
��������� ��� �������� ������� � �������� ����
��� ����� ����� 
������� ���
���
 �� ���
�������� �	� �� ��	 �� ���	 ���� ��� ��
���� 
��� �	 '����� ��+� ���	� ���� ���
�������� �	����� �������� ������	 ��� ���
�� �	
 �������� ����� �� ��� ����������
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'����� ���# ��
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��� ���.���	� ��� ���� ��� �� 1 ��� ���
������� ��� 
��� ����� ���� ���
������
� �� ��� �������� �
�������� 
�������� ������� �� ��� 	������� ��������	 ���	�
er� ����� 
������� ���	� ���� �� ������ �� ����� ������
� ������� �� ��� ����
�	����

��� ���,�	� �

����� �� ��� �������� ������� ���� �/��� ������ ��� ������� �	�����
�������� �� ��� �������� �
�������� �� �	������� ����� ��� ������� 
����
 �� 
�������	��
����� ��0���� ��� �	������	� 
������	 ���	� eθ� ��� ���� �/��� �� ���� ���	 ����
��� 
��� �� ��� �������� ��������� ��� ���	 �����	 ��� ��� ����
�	���� 
��� ������
���� � ����� ��
��� �	 ��� �������� ����� �� ������� �� ��� ���� 
�	���� �� ��� �����
�����
���� �� 250 km ����� ������
��

1	 '����� ���� ���������	 ������� �	���
�	� �����
����� 
��� �	
 J2 
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����� ��� 
����	��
� ��� J2 
�������	� ����� �	������� ��� �/��� ���� ��� 
�������
���������	� ���� ��� ��� �/��� ������ ��� �������� �
�������� �� �� 
����
 �����
�
��� &���� �	 �	 ���������	� ���� ������� �	������	� ��� 
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���� ������ �	 ����������	 ����� ��� eh*�2�� ������� �� ��� �	���	�
 ������

3������ ���������	 ������� ��� �	 ����
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�
�� ������� �����
��
� ��� ���������� ������

 ����
���� �� ����
 ��
�
�� ��
 ������� ���� ��
 �
������
�� �� ������� ��������
�� ���
����� ����	�������� �
�	�

 �� ��
 ��	����� �� ��
 ����
����� �	��
� �� ����� ��

��

� �� ����
 ��
�
� ��
 
�	�
��

� ��
 ��������
�� �� ��
����� ��
 ��
 	���������
���

 �� ��������
� 	�
�
��

 �� ��

� ��
 ���!� "#$%%& ��
 ��
 ������������


'���
������

( ��������
� �� )�����
 ��
 *� "#$%+&� ����� �� ���������� ��
 ���
����
� �
 ����

 �� ��
 	������������

 ����
���, ")�����
 ��
 *�� #$%%&� ����
 ��

���	��
���	
 ��������
� ���
�� ��
 
������� �� � ������
�� ����
� �� �		�������� ��
� 	������������ ������� ������ "��������� ��������&� ��
 �
�� �� ���� ���	�
� �� ���
����-

 �� �������. �
 ����� �� 
��������� 
��
�
�� ��������� ���� 	�
����� ���, ��
��
 ����,��� 	����
� ����������� ��
 ���
 � ������ 

/������ �� )
����� 0�#� 	�
�
��

�	��
����� ��������� �
����� ��
 ��������� ������ �� ��
 ����
 ��� ����
 �


���, ����
���� �� )
����� 0�1� 2
 	�
�
�� � ����
 �


���, ��������
� �����-��� ������
�� �����
�� )
����� 0�0� ����� �� 
��
�


 �� ���	�� �


���, ������� �� )
����� 0�3 ��
 ���	
�	 ���� ���������� �
����� ��
 
��������� �� )
����� 0�4� ��
 �
����� 	�
�
��

 ��
���� ���	�
� ��
 ���

 �� ")���������� 
� ���� 15#5�� 15##��	��&�

��� �����	
� ��
���� �
������	



��
 ������

 ������� 	����
� �������� �� ��,��� ��
 ������ ������

 ����
��
 ���
���
� � ���
� �
�
�
��
 ������

 qd ���������� ��
 ,��
����� 
�������

q̇d = T(qd)ωd. "0�#&

2
 

/�
 ��
 ����
����� 
���� �� q̃ := q̄d ⊗ q ��
�
 q̃ = [η̃, ε̃�]� ��
�
��� ��


���� ,��
������ �����
��� �� "1�%1& �� �
 
�	�
��

 ��

˙̃q = T(q̃)ω̃, "0�1&

��
�
 T(q̃) �� 

/�

 �� �� "1�%1& ��
 ω̃(t) := ωb
i,b − ωb

i,d(t)� ��
 ����,��� �������

���� �� ��
� �� ��

� ε̃(t) ��
 ω̃(t) �� -
��� ��
 �� ��
 ��		��� ���� S3 �� SO(3)�

��



�� ���������	 
������� 
������ �� ����� �����	

��� ���� ��	
� �
 SO(3) ����� ��	
�
 ��� �
	� ������
	�

� �
� ��������� �� ��� 
��
���� �� ���	��� ������ �����
�
���	�
 �
	
� ��
�	
���
 ��
����� �
� ������������

	
�� ��� ���� ������ �����
 �� ��� ����� 
���� 
���� Rn ������	
� �� ���
 ������
��	�� S3 	
 � �����	
� �������� �
�� 
�� ��
� �	
��

	�
 �
 ������	�� 	
 !���	�
 �"�"

#� �������� ��	
 ����	����� �	$����� 
������ 
������	�
 ���� ���
 �����
��" %

�&'���
���� ���(� �
 �������� ��
 ���
�
��� ��� ��
���� �� �
��

�� �
��������
���	���
 �
� �������	�
 ��� � 
����� ��
��	�
 ��
 ���
�
��� �


• H(·) : [−1, 1] → R+; �
�
)
����	���

• H(−1) = 0 �
�*�� H(1) = 0 

• H(·) 	
 +	�
��	�, �
 [−1, 1]-

|H(η̃1)−H(η̃2)| ≤ L|η̃1 − η̃2| �+ .
	��� ��
	�	����

�
� � ��
��	�
 ��
 ���
�
 �
 H(η̃) = 1 − |η̃| �	���	
� � �����
��
�	
� �������/
������

z(q̃) = −∂H

∂η̃
ε̃ = sgn(η̃)ε̃ , �0"0�

����� ��� 
	�
�� ��
��	�
 	
 ��.
�� �


sgn(x) =

{
−1, 	� x < 0

1, 	� x ≥ 0
. �0"(�

1
	
� ��	
 �������/ ��
���
 	
 ��� �
������	����� 
����� ���	�	��	�� ��	
�
 	
 q̃ =
[±1, 0]�� ��� ��� 
����	�
 	
 
�� ����
� ���
 ���
�����
� 
�	
� 	
 	
��������"
+���	
� E := {q ∈ S3 : η = 0}� �
� ν(x) := [0,x�]�� ��� 
�
)����
�
�

 	

��
��
 ��.
�� �� 2����� 	
 ��� �344�� �


������� ��	 
��
��� �� ��� ������� ��� σ > 0� ����� 	
� ��
� q(t0) ∈
(E + σB4) ∩ S3� ����� ����� � ���
����� 

������ 	��
��
� e : [0,∞) → σB4 ��� ��

���
������ 

�����
�� q : [0,∞) → S3 �����	���� q̇(t) = 1/2q(t)⊗ν(−z(q(t)+e(t)))
	
� ���
�� ��� t ∈ [0,∞)� ��� q(t) ∈ (E + σB4) ∩ S3 	
� ��� t ∈ [0,∞)�

������� ��	 
����
 ���� 
�� ������� �����
 ��������� ���
� �� E� ����� �
 � ��

�������
���� ��� 
������� 
���
 ���
� �� E 
�� ����� �����

������� �������� ��
 ���
����� �� ����
����
��� ��� ! 
�� ������� �
 � ������"

������� 
�������
� 
��������� ����� ��� �#��������� ����� ����� ��#���� ��� 
����"
�
� �������� ��
 ���
�� � ���
��� ������$��% ��� ���� ���%��� &���� q̃+ := [1, 0�]�

��
 ���
�� �
 η̃(t0) ≥ 0� ��� q̃− := [−1, 0�]� ��
 ���
�� �
 η̃(t0) < 0� ���� 
��

�������� �����
�
� ��� �#��������� �����
 ���� 
��
��� �� ��� ���%�� �
��% �����

�������
 ������ �
 eq+ := [1− η̃, ε̃�]� 
�� ��� ��
����� �#���������� ����� 
�� ���

��%����� �#��������� ����� ��� ����� 
������� ��
 ���
�� �
 eq− := [1 + η̃, ε̃�]��
���
 ‖eq±‖ ∈ [0, 2]� ��� ��� ��%���� �������� ����� ������ ��
 ������� eω = ω̃� '�
���������� ���� %������ (�������� ��������


ėq± = Te(eq±)eω , ���)!

��



���� �����	
� ��
���� �
������	



�����

Te(eq±) =
1

2

[ ±ε̃�

η̃I+ S (ε̃)

]
. ����	


�� ����
��� �� ���� ������ �� ���� ���� ��� ����������� ����� �������� �� �������
η̃ �� ��� ������� �� ������ ���� �� ��� 
� ���������� �� ��������

���������	 
�� �� ������ ���� sgn(η̃(t0)) = sgn(η̃(t)) 	
� ��� t ≥ t0


���� ���� �������� q̃ ∈ S3 ���� �� ��� ���� ��� eq� ���� �� ����� ��� ����� ��� ���

���� ���� �� ��� ���������� ������� �� eq+ ∈ S3
e+ := {[1 − η̃, ε̃�]� : η̃ ≥ 0, q̃ ∈ S3}

��� eq− ∈ S3
e− := {[1 + η̃, ε̃�]� : η̃ < 0, q̃ ∈ S3} ��� ��� ���� eq± ∈ S3

e+ ∪ S3
e− =

S3
e := {[1−|η̃|, ε̃�]� : q̃ ∈ S3}. 
�� �������� ������� ���
��� ��� ���� 
� ������
��

�� ��������

lim
t→∞

ε̃ → ε̃d(t) ⇔ lim
t→∞

q̄d(t)⊗ q → [±1,0�]� ⇔ lim
t→∞

‖eq±‖ → 0, ����	

lim
t→∞

ω → ωd(t) ⇔ lim
t→∞

‖ω − ωd(t)‖ = 0 ⇔ lim
t→∞

‖eω‖ → 0. ��� 	

!�� ��� ���
����" ������� �� ���� ���� ��� ��������� �"��������#�

���������	 
�
 ����� ������ βωd
� βω̇d

> 0 ���� ���� ‖ωd(t)‖ < βωd
��� ‖ω̇d(t)‖ <

βω̇d
	
� ��� t ≥ t0


���������	 
�
 ����� ������ βj , βJ > 0 ���� ���� ��� ������� ������ J �� �
��

������ ��������� ��� �
������ �������� ��� �������� ��� ����������

βj ≤ ‖J‖ ≤ βJ . ���$	


� �������� ��� ������ ��������� �� ���� ������� �� ���� ��� �� ��� ���������
��������� �������

����� 
�� ��� eq± ��� Te(eq±) �� ������ �� �� ���%	 ��� ����	
 ����� ���

����������

e�q±TeT
�
e eq± ≥ 1

8
e�q±eq± ���&'	

�
��� 	
� eq+ ∀ 0 ≤ η̃ ≤ 1 ��� eq− ∀ − 1 ≤ η̃ ≤ 0


������ (�� )������* +�&�

���� ,���� ��& ���� 
������ �� )��������� ��&� 
�� ���������� �� ����-

����������� ��� ��������� �� �.����������� /'' 	 ������ �� ����"����� ����� ����
��� ���������� ����� ����� 
� ������ !�������� ��� ����� �� 0����1��� ��� 2������
�&$$$	 � 
���� �� ��� ������� ������ ����� 
� ���������� ���� �� �� ��� �*����� ����
�� η̃(t0) = 0 ���� ω(t0) = 0 ��� �� 
� ��������� �� ���� ��������"� ��� x = [e�q , e

�
ω ]

��

��� ‖x(t0)‖ ≤ ρ
√
cm/cM := Δ ����� 0 < ρ < 1 ��� cm ��� cM ��� ��� �����

��� ����� 
����� ��������1��"� ��������� cm‖x‖2 ≤ V (x) ≤ cM‖x‖2 ����� V (x) ��
� ,"�����1 ��������� 
���� sign(η̃(t)) = sign(η̃(t0)) ��� ��� t ≥ t0 ��� ��� �������
1����� �������� �� ��� ������

x(t0) ∈ B̄Δ :=

{
x ∈ S3

e × R
3 : ‖x‖ ≤ ρ

√
cm
cM

}
, ���&&	

��



�� ���������	 
������� 
������ �� ����� �����	

��� � ������� ���	 
� ���
�	��� ��� �	 
�	� �
� η̃(t0) < 0�
���	� 
� ��	 ������� 
� ���������	� ������ �	 �
�	 ��	 �
��
���� �	����

����� ��� ��� ������	��� 
� Ṫe(q±) ��	��
��

Ṫe(eq±)eq± = G±eω, ������

�����

G± =
1

4
{±[η̃I+ S(ε̃)]− I}. ������

�	

�� �		  ��	���! ����

��� ����� ���	
��� �
���
�

"� ���� �	���
� �	 ��	�	�� �
����


� ����	 �		����# �
���
� 
� ����� �
��	� ���	�

� ��	 ��	$�

��% �	���
�	� &'( ��� ������� �
����	 �
���
��	���

����� �����	�
��
���� ��� ���
���


��
	�� ��� ��	 ������	�
�� ���� ��� ��� ��� �
��� ����� 	�� ���� ����������
(eq±, eω) = (0,0) 
� ���	�� ������ ��� ������� �� ��
��� �

� ��	� 	�� �
�	�
����

τ a = Jω̇d − S(Jω)ωd − kqT
�
e eq − kωeω − τ d, ����)�

����� kq > 0 ��� kω > 0� ��� ����
���� �����	
	������ �	���� �� 	�� ����� ��	� ��	

� ���	��� �
���	�
�� Γ = S3

e × R3�

�	

�� �		  ��	���! ����

����	� ���  � �
���� ���
��� ��� ��	�������� 	��	 	�� ������� �		�	��� qd ���
�� ������� ��
� ��� ���	��� �
�	��� ��� ��� ���	��� ���
��	�� !
������ �	 ���	 ��
����� ��
� 	�� �����
�� ��

� 	��	 �	 �� ��
�� 	
 �
������ ��
��� �����	
	�� �	�����	�
����� ������� 	�� ���	 	��	 	�� ���	�� �
������� 	�
 ����������� 	�� 	��"��	
���� ���
����
��� 	
 ������ �� � �����
�� ����� η̃ #����� �� ���	 
� 	�� �	�	�$ �
�� �
	
������ ����% &��� '�
��	�
� ����

*
���	��
�	+ �% ��$
#��� �&���	�	% �	 ���+ ����+ ,	��� �� ��	 �	�
�� 
� -�	
�	�
��� ��� �	 ��
�� �
 �
�� 	!�
�	������%�


��
	�� ��� ��	 ������	�
�� ���� ��� ��� ��� �
��� ����� 	�� ���� ����������
(eq±, eω) = (0,0) 
� ���	�� ������ ��� ������� �� ��
��� �

� ��	� 	�� �
�	�
����
����)� ��� ����
���� �(�
���	����� �	���� �� 	�� ����� ��	� ��	 
� ���	��� �
���	�
��
Γ = S3

e × R3�

�	

�� �		  ��	���! ��)�

����	� ��� )
	� 	��	 *����+ ��� ���
 �
��� �
� ���
��� ����

"� -�	
�	� ��� 
���
�� ��%���
��� ��������% ��	���% �
��
�� 
��	� ��	 ���
����
�
���� τ d �� #�
�� ��� ���

��	� �
� �� ��	 �
���
� ���� -��� ���
����
� ��� �	
�	��!	� �% �	������� �� ���� ��	 �
��
���� ���
����
��

��



���� ����� ���	
��� �
���
�

���������	 
�� ������ ����� �	
��� βd > 0 ���� ���� ‖τ d(t)‖ ≤ βd 
�� ��� t ≥ t0�

�� ���� ����	� ��� 
�����	�
 �������


�������� 
�� ��� �������
��� ������� ����� ����� ��� ���� ���
�
��
� (eq±, eω) =
(0,0) �
 ������ ������ ��� ������� 
� ������ ���� �
�� ��� ����������

τ a = Jω̇d − S(Jω)ωd − kqT
�
e eq − kωeω, ������

����� kq > 0 ��� kω > 0� ��� ��

����� �����
����� ��������
����� ������ 
� ���
����� �
�� ��� �
 
�
�
�� ����
�
��� Γ = S3

e × R3�

��� ����
 	� ��	����� ��� 
������ ����
 ��� ���� �	��� �� ��� ����
 �
 ������� ����
���  �����	!  ���� 
�� ��"�	�	�� ��� ��#$	��� $���	�	��� 
�� ���$�	$�� ����	�	�%�

������ 
�
  ��� ���� !����" ��� ���� ����� 
�� #�������� ����

����� ������	 
��
��� �������

������� 
�� ��� �������
��� ���� ��$ ��� ��� ����� ����� ��� ���� ���
�
��
�

(eq±, s) = (0,0) �
 ������ ������ ��� ������� 
� ������ ���� �
�� ��� ����������

τ a = Jω̇r − S (Jω)ωr − kqT
�
e eq − kωs − τ d ����&��

ωr = ωd − γT�
e eq ����&��

ω̇r = ω̇d ∓ γ

4
[η̃I+ S(ε̃)] ����&$�

s = ω − ωr = eω + γT�
e eq, ����&��

����� kq > 0� kω > 0 ��� γ > 0� ��� ��

����� �	������
���� ������ 
� ��� �����
�
�� ��� �
 
�
�
�� ����
�
��� Γ = S3

e × R3�

������ '��  �����	! (���

������ 
��  ��� ���� !����" ��� ���� ����� 
�� ������� ����

��� ��
����$� )�$��� ωr ���������� � �����	���� ���	�����	�� ���� ������ ��������	��
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���� ����������� (eq−, eω) = (0,0)�

�� �� ��
�� ��� !""#$ ������� !""%� !""#&� 
� ��� 
 �	��	� 	� ��
������ �	� 
��
�����
� ��
��� ������ �	� 
  ��	���
���� ���� '	� ������� 
��� ��
�� ��
�� Rn� 
�
���
( 	� ������ ��	�
� 
�����	��� ��
������ )��� ��
�� ��� !""#& �� ��� 	����� ��

�����	���
��� ��
��� �	� 
�� all �����
� ��
��� �� Rn ������ �	� 
 ��� 	� ��
����  ��	�
�� �	� ���
��� ��� ������*� ��
�� ��
�� �� 
 ������ 	� R6 ������� 
� �
��	� ��� ���
��
��+�� ,��	�
�*& ���� �� ��� ��	����� ��
� 
� ���
����� �� -��	��� ��.� ������� 	�

 ��+������ 	� ��� �
�� ���	��� �� ��
�� ��� !""#& �	� �	��
��	�	�	�� �������

�� ����
��� ��	�� �/	� 0�� !"".&�

������� ��	 ��� 	��
�����
� ��� �
� ��� ����� ���
� ��� ��
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 ������ � �
�#
��
� ��� ���� � ������� ��� 
$ ��
������� �
��������� ��� ��
�
���
��� ��� ���� ��� �
�����% �� ���� ��� ��
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������ ��	
 ��� �		�������	 �� � ��� ��
 ��! ���
 ��
 ��� eq �� 
����
 ������

�� eq = eq+ �� eq = eq−� ����� ��� ���	�
����� 	�	��� �	 ��������� �����������

�	������������ 	����� �� R7
>0� ���� �	� ��� ��� ��	����� ������	 δ� a� b� ��� δη ∈

(0, 1) ��
 ��� 	��	�� Γ �� R = {x ∈ S3
e × R3 × S3

eq × R3 : |η̃| > 0, ‖eω‖ ∈
[0, a), ηe,b ≥ δη > 0, ‖eeω‖ ∈ [0, b)} ����� �"�	� ������� 
���	 �� R7

>0 	��� ����

��� 	�� Bδ = {x ∈ R : ‖x‖ < δ} �	 ��������� 	����� ��� ��� ������� ���
�����	 ��

Γ� #����������� ��� ���$�������	 ���
������
 �� Γ ������
� �� Bδ �	������������ ��


��������� �� ��� ������� ���
�����	�

������ ��� ������
! "����

������ ��	� %����& ��' 
��	 ��� ���
 ��� ������� ��' �����	� η̃ ��
 ηe,b ���

��� ������
 �� �� �����

#�� �	����� �� ��
���
���  � ���� ��� ����� 
�� ����������$�������� ���	��	��  
��$
�	� ���
���� ��
���

��������� ��
 �		��� ���� ��� �		�������	 ��
� �� ������� ��'' ���
� �����

��� 	�� �� �(��������� �����	 (eq±, eω, eeq±, eeω) = (0,0,0,0) �� ��� 	�	��� ���%��
��
 ���%��� �� ���	�
����� ���� ��� ������� ���

τ a = Jad − S(Jωb
i,e)ω

b
i,d − kqT

�
e eq − kωω

b
d,e, ����&�

���� kq, kω > 0 ���	�
���
 �	 ���	���� 
���	� ��
 ��� ��	�����

ż =ad + J−1
[
lqT

�
eqeeq − kqT

�
e eq
]
, ������

ωb
i,e =z+ 2J−1lωT

�
eqeeq, ������

���� lq, lω > 0 ���	�
���
 �	 ���	���� 
���	� ��� ��������� ����������� �	������������
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����� ���	 
����� 
� ����
������ ������
���� �
� �������� �������� 
��� 
�� 
������
����
� (5896 s)�

Jp Jq Jω
������ ���  ��� ���%� ��%$�
!"�
������� ��� ��� # ��#�# �����

����� ���	 &����'� ����� 
� ����
������ ������
���� �
� ��'��(�
�) 
��� 10, 000
��������
���

Jp Jq Jω
������ ��� ��#�� ��� � �����

!"�
������� ��� ��#�� #��%� ���# 

����� ����� 	��
���
 ��� ������ ��� ���� ����������� �����

*
� 
�� ��������
�� +� ,��� �,
��� �,� ������� �
�����
�� �� q(t0) = [−0.3772, −
0.4329, 0.6645, 0.4783]�- ω(t0) = [0.1, − 0.3, 0.2]�- t0 = 0 s ��� tf = 30 s� �,�
�
���
� ��+� +��� ����� �
 ��,���� ������� ����
������ �
� ��.� 
� �
������
� �,��
����' ���������� kq = kω = 2 �
� /��#$0- ��� kp = 1- kd = 1.6 ��� k1 = k2 = 1 �
�
/����0�

�,� ��������
� ������� ��� �������1�� �� ����� ��� ��� �������� �� *�'����
��# ��� ���� �,� ����
������ ������
���� �,
+ �,�� �
�, �
���
����� ,��� �������
����
������ �,
�', �,� ������ �
���
���� ,�� ���',��) ,�',�� �������� ��� ��'����
���
���) ���
� +,��� �,� �
+�� �
�������
� �� ���',��) �
+��- +,��� �,� ��"����
�
���
� �
�2�� �� ��������

�,� ��������
� ������� �
� 
�� 
������ ����
� (5896 s) �� ��������� �� ����� ���
��� �� ��� �� ���� �,� ����
������ ������
���� ��� ���� �3����� �
� �,� �
���
����
/����0 �
������ �
 �,� �
���
���� /��#$0� �,�� �� ������� �� eq ≈ 0 ��� eω ≈ 0-

�,� �
���
���� '���� �
� /����0 ��� kpe
k1e

�

q eq ≈ kp ��� kde
k2e

�

ω eω ≈ kd ��� ����� �,�
'���� kp ��� kd ��� ������� �
� /����0 �
������ �
 kq ��� kω �
� /��#$0 �
� � �������
��������- �,� ����������) �
 ����������� �
��� �� ������� �� ��� �� ���� ��
� �,�
����
������ ������
�����

4� ����� ��� +� ������� ��������
� ������� ��
� � +��� ������ 
� ��������
�� �
� �
'������ ��'��(�
�) +��,
�� ������������ ��� �
��� +��, �
���
���� '���� kq = kp = 2-
kω = kd = 1 �
� /��#�0 ��� /��#%0- ��� ����' ����
� ������� ������ �
� �,� 2�����(
��
� ����
�- +,��� �,� ������� ��'���� ���
���) +�� �
��� ����
��) +��, ��������
�������
� �� �2��� ����� ��
� 0.01 �
 0.5 rad/s �����' 10, 000 �
��������� �����
�,�� �� �
�� �
 �,
+ �,�� �,� �"�
������� '���� ��.�� �,� ���5���
���� �
����'�
������ �,�� �
������ '����- �� �,� ����� 
� ��������� �
+�� �
�������
�- +��,
��
���������' �,� ����������) �
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������� ��� ����� �� �# ���##

����� ��!	 $����%� ����� 
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���� �
� ��%��&�
�' 
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��������
���

Jp Jq Jω
������ ��� ��"���  �"!��  � ��"

������� ��� ��# ��  �����  �����

����� ����� 	��
���
 ��� ������ ��� ���� ��������� �����

(
� 
�� ��������
�� )� *��� �*
��� �*� ���� ������� �
�����
�� �� �� �����
� ���� 
)��* t0 = 0 s+ tf = 50 s� �*� �
���
� ��)� )��� ����� �
 ��*���� ������� ����
������
�
� ��,� 
� �
������
� �*�� ����% ���������� kq = 1.8 ��� kω = 3 �
� -�� �.+ ���
α(‖x‖2) = β(‖x‖2) = cosh(k1‖x‖2)+ υ(‖x‖2) = 1 − tanh(k2‖x‖2) )��* kp = 0.7+
kd = 2.3 ��� k1 = k2 = 1 �
� -��# .�

�*� ��������
� ������� ��� �������/�� �� ����� ��� ��� �������� �� (�%����
��� ��� ���� �*� ����
������ ������
���� �*
) �*�� �
�* �
���
����� *��� �������
����
������ �0���� �*�� �*� ��%���� ���
���' ���
� �
� �*� ������ %��� �
���
���� ���
�
)��+ )*��� (�%��� ��� �*
)� �*�� � *�%*�� ���
���� �
�1�� �� �������

�*� ��������
� ������� �
� 
�� 
������ ����
� (5896 s) �� ��������� �� ����� ��"
��� �� ��� �� ���� �*� ����
������ ������
���� ��� ���* ���� �2����� �
� -��# .
�
������ �
 -�� �. �� �0������ ����� 
� �*� ������� ��������� �� �����
� ���� 
)*��� ������� ����
���% �� ����� �*� �
��� *��� �*�� ���� �2��� 
� �
�* �*� ����%'
�
�������
�+ ��� �*� �������� ��� ��%���� ���
���' ���
� �� �������� �� (�%��� ����

3� ����� ��! )� ������� ��������
� ������� ��
� � )��� ������ 
� ��������
��
�
� � %������ ��%��&�
�' )��*
�� ������������ ��� �
��� )��* �������� ������
�� ��

α(‖eq‖2) = log(e+e�q eq)+ β(‖eω‖2) = ee
�

ω eω ��� υ(‖eq‖2) = cos((π/2) tanh(e�q eq))
)��* �
���
���� %���� kq = kp = 3+ kω = kd = 1 �
� �
�* -�� �. ��� -�� �.+ ��� ����%
����
� ������� ������ �
� �*� 1�������
� ����
�+ )*��� �*� ������� ��%���� ���
���' )��
�
��� ����
��' )��* �������� �������
� �� �1��� ����� ��
� 0.01 �
 0.5 rad/s �����%
10, 000 �
��������� ����� 4
���� �*� ��2������ �� �*� ����
������ ������
���� ��
����� ���5��" �
������ �
 ����� ��!+ )*��* �� � ������ 
������� �' �*

���% ��2�����
α, β ��� υ ������% �
 ��2����� ��*���
�� �
� �*� �
����
� ���6���
�����
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"� ��������� �#� �������
��� ��������
�

Jeq =

∫ tf

t0

ε̃�e,bε̃e,bdt $����%

&#��# �� 
� �'�������� �� �#� ������
� 
������� �����
���� ����� �����
� �� Jq( 
��
&� 
���) ��
�������� ����� σq = σω = 0.01� *�� ��� �����
����� &� #
�� �#����
�#� �����
� ���������� 
� qi,b(t0) = qi,e(t0) = [0.3772, − 0.4329, 0.6645, 0.4783]�(
ωb

i,b(t0) = [0.1, 0.2, − 0.3]� rad/s( z(t0) = [0 0 0]�( t0 = 0 s 
�� tf = 15 s� �#�
������� �
&� 
�� ����� �� 
�#���� �����
� �������
��� ��� �
+� �� ����
����� �#��
����� �
�
������ kp = 10( kd = 7( lp = 100( ld = 75( 
�� k1 = k2 = k3 = 1 ���
$����%,$����%( 
�� kq = 49( kω = 11( lq = 240 
�� lω = 150 ��� $����%,$����%� �#�
��
����
�� �� ����
���� �� �����& �����# ��������
� ��
-�������� 
����� �#� ������
&��# �������) ���.��

ωi
i,d(t) = [3.2 cos(2 × 10−3t), 0.12 sin(1× 10−3t), $���!%

− 3.2 sin(4× 10−3t)]� × 10−6 rad/s.

�#� �����
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��/�� �� �

�� ��� 
�� �������� �� *������ ���

�� ���� *��� �#� �������
��� ��������
�� &� ��� �#
� 
��# ����������� ��
� ��
�����
� �������
���( 
� �������� 0�� ��1������ �� �#
� �#� ���������� &��# �
��

��
�
��� �����/�� ��&�� �
'���� ���2�� 
� ���� �� *����� ���( 
�� �'��������� �
����
����
�� 
����
� �������) �������

�����
���� ������� ��� ��� ��
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�� ��� 
��
*������ ��� 
�� ���( 
�� 
� �
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�� �#� �������
�
& ����
����� �
��

�� �
��� �� ���� �1����� 
) �#� ��
�������� ����� ����
���
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��� �
���( 
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ehq = [1− hη̃, ε̃�]�, '$�%,
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ėhq := T�
h (ehq)eω, '$�&,
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T�
h (ehq) =

[ −hε̃�

η̃I+ S(ε̃)

]
, '$��,

h ∈ H := {−1, 1} �� ��
 ������ ��������� 	����
�
� ��� ehq ∈ S3
h := {[1 −

hη̃, ε̃�]� : q ∈ S3, h ∈ H}� �� ���	
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e�hqThT
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h ehq ≥
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�� �� Ṫh(ehq) 	��
	��	

Ṫh(ehq)ehq = H(ehq, s), �����
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H =
1

4
{h[η̃I+ S(ε̃)]− I}

[
s− 1

2
γhε̃

]
. �����
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���
� �����
�� ��� ���� ������ ��� ������ ���� �� ��
���
� h ��� ± ��� eω = s−γT�

h ehq =
s − 1/2γhε̃ ���� ��� ��
�
� �!����� ������� ���!��!��" #� ����
� ������ 	 ����
�
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Ṫh(ehq)ehq = Gheω, ���&�
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Gh =
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4
{h[η̃I+ S(ε̃)]− I}. ���'�
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� �!����� ������������

����� �����	�
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���� ��� ���
���

�� ����� �� ����
���
� � �#
���
� ���������� ����� �� *���� - *��.�/� �����������
%�� ��� 
�
!� ������� ���0!� ��  
$�� ��

τ a = Jω̇d − S (Jω)ωd − τ d − kpT
�
h ehq − kdeω, ���1�

#���� kp, kd > 0 ��� �������� �������)  �
��" ��� ��� ����� x := [e�hq, e
�
ω , h]

�� 2��
�#
���
� ��# 
� ��3��� �� �����#�� %�� C ��� D ������ ��� 4�# ��� .!�
 ����
���
���
$��� ��� �� ��3��� ��

C := {x ∈ S3
h × R3 ×H : hη̃ ≥ −σ} ����5��

D := {x ∈ S3
h × R3 ×H : hη̃ ≤ −σ}, ����5��

��� �  
$�� $��!� σ ∈ (0, 1) #�
�� ������
��� ��� ��������
� ��� 
� �� ���!�� ��6
�!������ �� ����!������ ��
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 ����� �� ���� 
� ������ σ ≥ 2σnB

7�
����� σnB

7 ����
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�� ����� ���
�� ��� 
�� 
�
�� �
�
��  � σ ≥ 1 ���
����� �� h ����
����� ������ !��� ��
� 
��
 C ∪D = S3

h×R3×H � ��� ���
����� ��� �� ��"��� ��

ḣ = 0 x ∈ C �#�$$��

x+ = G(x) := [e�hq, e
�
ω ,−h]� x ∈ D. �#�$$��
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������� ��	 ��� �������	
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� ��� �
� �
��
 ����� ��� ���	�	��	�� ���

A = {x ∈ S3
h × R

3 ×H : (ehq, eω) = (0,0)} �#�$&�

�
� �&�'�� ��� �#�&���#��� 	� ��
�����

� �	�� ��� ����	� �
���
���� �#�(���#�$$� 	�

��	�
���� ������
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� ��� ���� S3
h × R3



����� )�� !

����� *�$+�

%��
 �� ��� ���� �� 
��
 
�� ,�
����, ��������� �� 
�� -��
������ �� S3 ��
������� ������� �� ���� �� η̃ = 0 
��� ���
������� ���� 
��
 
�� ���
����� ���
��� ���
������ ���� ������ 
�� ��
�
����� �����
��� ����� �� 
�� ����
��
 
�
�� .�
� ����

��
 �� �

����� ���
����� �� �� ��
 ���� 
� �������� !���	

��� ��$ ��� /�	���
��$� *� ��	����� 
�� ����	

��� �� ����� ���
�������� �� ��
��� 
�� ���������
�����
�


�������� ��� ��� �������	
�� �
�� �
� ��� �
� �
��
 ����� ��� ���	�	��	�� ���

A = {x ∈ S3
h × R

3 ×H : (ehq, s) ∈ B̄δ} �#�$��
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� �&�'�� ��� �#�&���#��� 	� ��
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τ a = Jω̇d − S (Jω)ωd − kpT
�
h ehq − kdeω, �#�$#�

��� �#�$0���#�$$� 	� ��	�
���� ������
�	����� ������ 	� ��� ����� 
� ��� ��� S3
h×R3
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τ a = Jω̇hr − S (Jω)ωhr − τ d − kqT
�
h ehq − kωsh, �������

ωhr = ωd − γT�
h ehq, �������

sh = ω − ωhr = ω − ωd + γT�
h ehq, �����	�

����� kq, kω, γ > 0 ��� 	
�������� 	
������ ������ ��� ����	���� 
��

x+ = G(x) := [e�hq, s
�
h ,−h]� x ∈ D ������

����� x =: [e�hq, s
�
h , h]

�� ��� ��� �
� ���  ��� ����

C :=

{
x ∈ S3

h × R
3 ×H : h

[
kq η̃ − 1

2
γε̃�Jeω

]
≥ −σ

}
����!��

D :=

{
x ∈ S3

h × R
3 ×H : h

[
kq η̃ − 1

2
γε̃�Jeω

]
≤ −σ

}
, ����!��

����� ����� σ ��"��� ��� ����	���� ����������� #� ����� ��� �
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A = {x ∈ S3
h × R

3 ×H : (ehq, sh) = (0,0)} ����%�

	� ������
�	����� ������ 	� ��� ����� 
� ��� ��� S3
h × R3



����� '�� (������) *��!�
*� ���
+��� ��� ��������
� 
� ,�
�� ���������	�� �� 
����� ��� �



����

����
��


�������� ��� ��� �������	
�� �
�� �
� ��� �
� �
��
 �
��	��� ��� ������ �$�%&�
��� ���$�����&� 	� ��
�����

� �	�� ��� �
���
����

τ a = Jω̇hr − S (Jω)ωhr − kqT
�
h ehq − kω(ω − ωhr), ����-�
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A = {x ∈ S3
h × R

3 ×H : (ehq, ss) ∈ B̄δ} ���$.�
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�� ������ ���

������ ���� �������
������ �
 �� 
���� ���
 ��� �� �������	 �� 	�
������ � 
����	 
�������� ���
����� 	��������
 ����� �����	 ���������� �� 

� �� ����� ��
�����  �� 

�����
��
�
 ��
�	 �� ��� ���� �� !"��� �� ��� #�$$%&� �����	��� �� ��� ������� ��� 	�
���
�����	 ���
�
�
 �� 	�"���� � ��������� �� ��� ���� ��
����� 
�������� ���� ��
����
�� ��� ���
�
 �� ��� ���� �� ��� �
��
� �� �� ���������	�  ���� ��� 
�������� �

	���	�	 �� ������
� ��� ����� ���� �� ���� � ���������� �
 �

������	� '�� ��
������
��� ��� ���� �� ����� (���������� )* ����� �����	�
 ��
� ����������� �� (������ �*
����� �����
���	
 �� +�����, �����
� -� ��� ���
�� �����.� ����� ��� �����
	� �������
�������� ��� ���� ��
����� 
�������� ���
�
�
 �� ��� ���� η̃ ∈ [−1, 1]�

�� 
���� �� 	���	��� ��� ���� �� ���
�
 ��� η̃ ���� 

������ 	�����
 ���� �����
����������� �����	��� ��

[−1, 1] =

M⋃
p=0

[Δp,Δp+1), Δ0 = −1, ΔM = 1. #���/&

 �� �������� �
 �� 

� ���������� / �� ��	
�� ����� ���
��� ���������
 ��	 ���� ��

����� �� ���������� � ���� ��� �����
	� ����� �
 
���� ��

� ��� ��������� ����
�	
��������� �
 
�� �� �� ���
����� ������ ��	 ���� �
��	 ��
�	 �� 
��
������ ��

��


Δ0 = −1, Δ1 = −0.8, Δ2 = 0.05, Δ3 = 0.85, Δ4 = 1. #����&

�� ��
� �����	
�� ��
����
�
 �� ��� 
�������� ����� �� 	�"����

χθ0(Δ1) = −0.85, χθ1(Δ2) = −0.05, χθ2(Δ3) = 0.80, #���)&

����� θp = i �� ���������� i �
 

�	� 0�
�	 �� 
��
������
 �� �

��� ��� 
��	���


����� ���������� ��� θ0 ��	 θ3 ��� �������� ��	 ��
����� h ��
���������� ��	 ���
123 ��� θ1 ��	 θ2 ����� ��� �������� ��	 ��
����� h ��
���������� 
���� ��� 
��	���


����� ���������� ������	 ������ ���
� �� ��� �4
������
�� ����� ��� ������ ������	
���� 	
���� 
������5������ ��

 ��������� � ��������� �
 ���

�����	 �� '��
�� ��/�

 �� ��
����
�
 

�����
�� �
 ����� ��

t0 =0, i(t0) = r, r ∈ {0, . . . ,M}, η̃ ∈ [Δr,Δr+1); #����&

t′k =argt≥tj inf{η̃ ∈ [Δk, χθk(Δk+1))}, k ∈ {i(tj)− 1, i(tj) + 1} #���6&

tj+1 = min
k∈{i(tj)−1,i(tj)+1}

{t′k}; #���7&

i(tj+1) =k such that η̃ ∈ [Δk, χθk(Δk+1)) ⊂ [Δk,Δk+1). #���8&

����� tj � ���� j = 1, 2, 3, . . . , ��� 
�������� ����
9 j �
 ��� �
���� �� ��� ��
� 
�����
��	 ��� 
����� i(t) ��
 ���
���� ���
� �� ��� ��
����
�
 
��

N =

2⋃
p=0

[χθp(Δp+1),Δp+1). #���:&

��� ������ 	
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 �����

����
� 	��� 	� ��

����� �������� ��
 ��������� ���������� ��
 ������
� ����
�� �
���� �� ��� ��

�
�

�� �� ������� �

��
����
� �� �� ���
��
�
���

��



�� ������ 	

�
��� 
��
��� �� ����� ������

Δ0 = −1

︸ ︷︷ ︸

θ0 = 1

χθ0 (Δ1) = −0.85

Δ1 = −0.8

︸ ︷︷ ︸

θ1 = 2

χθ1(Δ2) = −0.05

Δ2 = 0.05

︸ ︷︷ ︸

θ2 = 2

χθ2 (Δ3) = 0.8

Δ3 = 0.85

︸ ︷︷ ︸

θ3 = 1

η̃

������ ��	
 ����
������� �� ��� η̃ ���������
�

��� 
�������� ����
 �
 ������

 ��� 
�
��� 
����
 �� � ���� i(t0) ��
�� �� ���
������� ����� �� η̃� ����� �� t′k ��� ����� �� η̃ �����
 ��� 
������� ��������  ���������
��
����
�
!� ��� tj+1 ������
 ��� 
�����
� ���� ����� ���
 �������� �
 ����������
���
 � 
����� ����� �� ��� ����������� �������� i(tj+1) = k ����� k ������
 ������
� 
����� "����" �� "�����" ��
�� �� �� ������
� �� ������
� �� η̃�

��� ������ �		
��
� 
������

�� ��� ������� ���
 ���
����� �� ���
 
������ �� ���� �
�� ������ �������� �� ������
��� �

������� �� �� 
��� ������ �� η̃(t) �
 
����
��� �� #

������� $�	 ��
��
�� ��� �����
�
 ��� �� %���� $�	 
������ �� ���� ��
 ���
����� �� ��� �������


������
� &�� ��������� �
 
���� ����� ��� �

������� ���� ηe,b(t) ≥ δη ��� ��� t ≥ t0
��
������� ��� �������� ������� ��� ���� ��� �
������� ����� �
 
����
��� ��
#

������� $�'� (�
�� �� ���
 ��
��

��� �� �����
� ��� ��������� ����������

τ a = Jad − S(Jωb
i,e)ω

b
i,d − kpT

�
h ehq − kdω

b
d,e,  ��)*!

���� kp, kd > 0 ���
������ �
 ���
���� ����
 ��� ωb
d,e := ωb

i,e −ωb
i,d �
 ��� �������

�������� �� ��� �
������� ����� �������� �� ��� ��
���� ����� ���
����� �� ��� ����
������ ��� ��� ��
�����

ż =ad + J−1
[
lpT

�
eqeeq − kpT

�
h ehq

]
,  ��$+!

ωb
i,e =z+ 2J−1ldT

�
eqeeq,  ��$	!

���� lp, ld > 0 ���
����
 �� �� ������� ,�-�� ��� x := [e�hq, e�ω , e�eq, e�eω , h]
� ���

����� ��� .�� 
��
 �


C1 := {x ∈ S3 × R
3 × S3 × R

3 ×H : h

(
η̃ − 1

2kp
λε̃�Jeω

)
≥ −δm}  ��$)!

C2 := {x ∈ S3 × R
3 × S3 × R

3 ×H : ηe,b ≥ δη},  ��$$!

����� C = C1 ∩ C2� ��� δm ��� δη ��� ���
����
 �� �� ������� ��� 
��  ��$)!
��� �� 
��� �
 ��
����
�
 
��� ���� �� η̃ 
������
 
���� �� ��
 �� ���� ������ ����

��� ���
���� δm ������ ��� ���/������ �����
 ��� .�� 
��� ��� 
����� 
��  ��$$!

��
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� �
���	�

�� �������	
� �� 
����
 ���� ηe,b �

���� �
�����
� ���
 �
��� ��
�� ��
 ��
� �
��
������ �
 ������
� �		������ ��

D1 :={x ∈ S3 × R
3 × S3 × R

3 ×H : h

(
η̃ − 1

2kp
λε̃�Jeω

)
≤ −δm} ������

D2 :={x ∈ S3 × R
3 × S3 × R

3 ×H : ηe,b ≤ δη}, ������

��
�
 D = D1 ∪D2� ��� ��
 ����	���� ���� �
��
� ��

ḣ = 0 ∀x ∈ C ������

x+ := G1(x) = [e�hq, e
�
ω , e

�
eq, e

�
eω,−h]� ∀x ∈ D1 ���� �

x+ := G2(x) = [e�hq, e
�
ω ,0, e

�
eω, h]

� ∀x ∈ D2. ����!�

G1(x) 
����
� ���� h ����	�
� ���� ��
� ��
 �"��
�
��� #���
 �� ����
� ��	� ����
��
 �����	� hη̃ �� ������#
� ����
 G2(x) 
����
� ���� eeq = 0 ⇒ ηe,b = 1� $�����

%��� ����� �� ∀x ∈ C�� �
 ��#
 ḣ = 0� &
 	�� ��� ����
 ��
 ��������� ��
��

�

������� ��	 �������� 	
� ���	�� ���'� 
�� �'�!��� �� ������ ���� ��	
 	
� 
�����
���	������ ���'(������!�� ��	 ������	���� ���� ��� 
�� ��� 
���� �
��� ��� �
�
 δ�
Δ 	
��� ����	 ���	��� �
��� kp� kd� lp 
�� ld ���
 	

	 	
� ��	 Aδ = {x ∈ S3 ×R3 ×
S3 ×R3 ×H : ‖χ‖ ≤ δ} �� ��������� 
����	�	��
��� �	
��� ��� 
�� ���	�
� �����	����
�� AΔ := {x ∈ S3 × R

3 × S3 × R
3 ×H : ‖χ‖ ≤ Δ}�


����� )
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���+ ,�-!�
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��������� ��� $� �� 
���	��� 	� 	
� �����	���� �� �
����� ���� 	
� ���	���
����

τ d ≡ 0 	
� �%��������� χ = 0 �� ��������� 
����	�	��
��� �	
����

��� ������	�
� �
���	�

.� ���� �
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�
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� �� ��
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���
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��	
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��
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��� �"���� 	������ ����� ��� �
��

� ��0
�
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�� 	�
���
� ���� �
	�
�������� ������� ���
�#����" 	������� &
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������� ���� �� ��
�
��
�
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	���� '�!�- �� ���
����
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 ��
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��� ��� ����	�
�
� ���������� 	� 
���	�� ����� ��� ��������� ��
	�	��	
� ��	��
	� ������ � ������ ������	�� �� ��� ������ ��������� 	� ������� �� ��	� 	� ����
����	���	�� ���� 	�	�	�� �����	�� ��� ��	�����	�� ��� ������� 	�	�	�� ���
���

eq =

{
eq+ if kη̃ η̃(t0) + k ˙̃η

˙̃η(t0) ≥ 0

eq− if kη̃ η̃(t0) + k ˙̃η
˙̃η(t0) < 0

}
,  !��"#

$���� η̃(t0) ��� ˙̃η(t0) ��� 	�	�	�� ���
�� ��� kη̃ ��� k ˙̃η ��� ������ ����������� %���

���� ˙̃η = −1/2ε̃�eω� &' ��	� �
�� �� ���	�� $� ��� ��(� � ��	� ������	��� $	�� ���
�'��	� ��	�	�� �
����� ���������� �� ��������� 	� 
���	�� !����� )���� �� �������	���
�
�	�� 	� ����* ��� ��� ����	�
�
� ���������� ��� ���������� kη̃ ��� k ˙̃η ��� �� �
���
�� +� � �	��� �'���� $�	�� ��� ��� �$	���	�� �������' �
�	�� ����	��� 	� �����	��
�������	����' ��� �'������	� ��������� σ ��� ��� ��	�� kq ��� γ� %��� ���� $���
�����	�� ��
	�	��	
� ��	�� � ��	��	 $� ���' ���� �� �
�� �,������ ���������� $�	��
��� ��� �'��	� �������� ���������� ��	�� ���� �� �� ������ $�	�� ���
��� ��� �
�	��
-�,	�	�	�' �� ��� ������� ��$ 	������

)� 	�������	�� ���
��� ������	� �� ����	��� 	� $��� ��� 	�	�	�� ����	�	��� ���
�������* ����	�
����'� $��� ��� ������������ ���	�
�� 	� ������� �� ��� ���	��� ��� �
�
�
��	�� ���	��' �$�' ���� 	� ���� 	�� ‖eω(t0)‖ � 1 ��� ε̃(t0) ≈ 0� %��� ���� ���
�$	���	�� ��$ 	�  !�./# ����	��� 	� ���	�'	�� $������

ς := h

(
kq η̃ − 1

2
γε̃�Jeω

)
≥ −σ .  !�!0#

1����� 	� $� ���� ε̃�eω ≈ 0 ��� �2��� ��  �����# ���
��� �����	�	�� ��' �� �����3
������ �� ��� �'��	� �����������

��� �	�
���	��� ��� ���� ��� �$� ����� �� 	�	�	�� ���
��� �����	�	��� �	�
��
!�� ���$� �	�
���	�� ���
��� 
�	�� (q(t0),ω(t0)) = ([1,0]�, 1.5v�) $���� v =
[3,−4, 5]�/‖[3,−4, 5]�‖� ��� ��� ��	�� ��� ��� �� kq = 1� kω = 2� γ = 1� ���
�$	���	�� ���������  �'������	�# 	� ������ �� σ = 0.1� )� 	� ��' �� ������	���� ���
�����	�� ��
	�	��	
� ��	�� 	� ���������� �
� ��� �$	���	�� ��������� ��� ��� �'��	�
���������� 	� ����� ���* ��� ����� ���4�����' ����� ������ ��� 4
�� ���� 5�� ��'
��	�( ���� ��� �'������	� �$	���	�� ��������� 	� ��� ������ �������' ��$����� �	�3

�� !�� 	��
������� ��� �����	��� ���$	�� ���� ��� ���
� �� ��� �$	���	�� ����	�	��
 !�!0# ���� ��� ����� ��� �$	���	�� ��������� ��� ��' σ > 0� 6� ��' �� ���
��
���� ��� 	�	�	�� ���
��� �����	�' ��' ��� �� ������	7�� �' ��� ����	�
�
� ����������
 �����# ����� �� ��� ����	��	��  !��"# �	����� 8��� ��	� �,�����	�� ���' ����
���
��� ����� 	�	�	�� ���
��� �����	�' ������* ��� ����� 	�	�	�� ���
��� �����	�' ������ ���
��
	�	��	
� ��	�� �	�	�� ��� ������� 	�	�	�� �����	���� ����� 	� 	� ��������' ����������

%�,�� $� 	������� ��� 	�	�	�� �����	�' �� eω(t0) = 3.5v� �� �����(� �$	���	��* ���
�	�
�� !�! ��� �	�
���	�� ���
���� %�$� ��� �'���� 
���� �	���� ����������� ���� 	�
����	�
�
� �� �'��	�� �����
���' ������� �� ��� �����	�� ��
	�	��	
� ��	��� �����
��
��� ����	�
�
� ���������� ��� ��$�� ��$�� ����
���	�� �������� �� ��� �'��	�
���������� $�	�� ��� 	��������� ���	�
�� ��� ���
��� �����	�' ������ ��� �������

�� ������� �
����� ��� ������������ �� ��� �'��	� ����
� ��� ����	�
�
� ���3
������� $� ��������� � �	�
���	�� �������	�� ��� ���	���	�� ��	� �� kω = 1� 5� ���
����� ��	� ����	�� � ������ 	� ��� ��������� ��������� ��
	�	��	
� ��	�� $��� 
�	��

��
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�� ���� ���� ����� �����

� ��� ���! " ���� �# $��#��% �
� #��
	
�� �� &
	'��	 ��
���

Jq Jω Jp
(�
�
�� ���# 
� ����� ����� �����

)*+ ����� ����� �����

(�$��,
��� ����� ����� �����

� ��� ���! " ���� �# $��#��% �
� #��
	
�� �� 
�
���
�� ��
��  �� $��	��� 	
��� #��
��� ���
	 � $��
�� (5896 s)�

Jq Jω Jp
(�
�
�� ���# 
� ����� ������ ������

)*+ ����� ����� ������
(�$��,
��� ����� ����� �����

	'� 
��	
����� 
��	������ �������� -� 	'� �	'�� ' ��. ��
�� 	'� '���
� 
��	������
&
	' ���� � %$
�� �����	� 
� ��&�� ������ 
����%$	
�� 
�%$ ��� 	� 	'� 
��	
��/
��� 
��	������ &'
�� 	'� 
�	��� 	��  		
	��� ����� 
� �
%
� � #�� ��	' 
��	�������0 ���
�
���� ��� #�� $��		�� �����	�� �'� ������ 
����%$	
�� ����� '���
� 
��	��� % �
�� #��	'�� �
%
�
�'�� �� 
�
�� �
�� 	'� '��	����
� 	'���'��� σ�

1 
�%$ �
��� �# 	'� 
��	������� 
� #��
	
�� �# 	'� $��#��% �
� 
���2�� Jq. Jω
 �� Jp #��  �� 	'��� �
%�� 	
��� �
�
�����  ��,� 
� $�����	�� 
� � ��� ����

����� �����	 
���
� �
���
����� �������

3� 	'
� ��
	
�� &� 
�%$ �� 	'� '���
� 
��	������� $�����	�� 
� (�
	
�� �����  ��
����� &
	' 	'� ��$��,
���� �	� 	��� $�����	�� 
� (�
	
�� �����. &'��� 	'� $�
% ��
�� � 
� 	� 
�%$ �� $��#��% �
� #� 	�����

�'� 
�
	
 � 
���
	
��� &��� ��	 	� q(t0) = [−0.3772, − 0.4329, 0.6645, 0.4783]�

 �� ωb
i,b(t0) = [0.1 − 0.3 0.2]�� �'� 
��	������ � 
�� &��� 
'����  � kp = 4. kd = 5

#�� 	'� )*+ 
��	������.  �� kq = 1. kω = 2  �� γ = 1 #�� 	'� ��
�
�� ���# 
�

��	������. &'
�� 	'� ��$��,
��� � 
�� &��� 
'����  � kp = 4. kd = 5. kq = 0.5
kω = 1  �� γ = 1� -�� ��4�
	
,� #�� 	'� 	��
�� $��
��� & � 	� ��	 
� �
%
� �
$��#��% �
� #�� 	'� �
5����	 
��	��������

6� � � 	&� ���
�� �# �
%�� 	
��� 	� 
�%$ �� 	'� '���
� ��
�
�� ���# 
� 
��/
	������. 	'� )*+ '���
� 
��	������  �� 	'� ��$��,
���/� ��� 
��	������� �'� �
%�/
� 	
�� �����	� #��% 	'� 7��	 �
%�� 	
��  �� ��%% �
8�� 
� � ��� ���  �� ��$

	��

��
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������ ���� ��������� ����� �������� ����� ����� ������� �������	 ����� !���� ���"
���!���� ��� �������� ������ #�� ��������� ��� ���������� ������� ���#��� �������
�# � ����� 
��	� (kq = 1, kω = 2, ω = 1.5v)�
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�� ��	
�� �
�
 ��� ����������� ��� ���� ���������� �� �������� ��� ����� ��� ��	
�
����� ���������� ��� �� ���	���� ��	��� ����� ����
������ �� ������ ���������

!��" ��	�� ��	 �������#����� ���������" �� �� ����� �����$��	 ���� ��� ��%����
���&
� ��&
��� ���� ��� ���
����� ��� � ������ ������� �� ��� �� ���� �� ��	
�� �
'


(� � ����� �
� �� ���
������� �� ����� 
�� ����
������ ����� �� ���
�
 ���
�������
 ��� ���
������ ���� ��� ��� �� ��� ������� ����� (5896 s) �� ����
��� �)��� �� ��� ����� ��  ���
������� �� ��� ����� �
���������
 ��� ���
��� ���
�
�����*� �� ����� �
�
 ��� �����
 � �� ��	
��� �������� ������ ���� ���� �������
�� ����� ����� �� ��	
�� �
� �� ��������� �� ��� ����� ����
 ���  �)������ ��
������ ���������� �� ��	�� � �� ��� ���
� ���&
��� ��� ��	
�� �
+
 ,� �� ��� ��
�%����� " �
��������� ������� �	��� ���� � ��� ������ ����� ����
������
 -��
��������� �������� ����� ���
� �� ���� �� ���� ��� ��� ���������� ���$��	 ���
���� ���� ��� �&
������
� ��� 	���� ��� ���$� ���	� ����� ��� ���������� ���$��	
����� �� ��� �&
������
� ��� ������� 	����
 ���� ������	� �� ��� ���  �)����� ����
��� ������� ������	� �������� �� ������� �
� ����� ��� �������� ����� �� ��� 	����
��
�� ��� ���� �)���" ���
	� �� � ������
�
� ������" �
� ��� ���
�� �� �� 
�� 
����������� �� ����
������ ����� �� �������


����� ������ �		
��
� 
������

(� ���� ������� �� ���� ���� ��� ���������� �������� �� ������� �
� ���$� ��������

��� �
� ���
������� �� ���� ������ ��� ������� ��� ������ �� qi,b(t0) = [1, 0, 0, 0]"
ωb

i,b = [4, 0.2, − 0.3]�" h(t0) = 1" z(t0) = [0, 0, 0]� �� qi,e(t0) = qi,b(t0)"
���������� �� ��������� 	���� �� kp = 1" kd = 3" lp = 40" ld = 25" �� ��������	
��������� �� δm = 0.1 �� δη = 0.9
 ��� ���������� ��� ������ � �� ������
������ ���
��� �� ���.�������� ���
� ��� ���	�� ���� �������� ���/��

ωi
i,d = [3.2 cos(2× 10−3t), 0.12 sin(1× 10−3t), ��
�0�

− 3.2 sin(4 × 10−3t)]� × 10−6 rad/s.
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������ ���� ��������� ������ �������� ������ ����� ������� �������	 ������  ���� ���!
��� ���� ��� �������� ������ "�� ��������� ��� ���������� ������� ���"��� �������
�" � ����� 
��	� (kq = 1, kω = 2, ω = 3.5v)�
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������ ���� ��������� ����� �������� ����� ����� ������� �������	 ����� !���� ���"
���!���� ��� �������� ������ #�� ��������� ��� ���������� ������� ���#��� �������
�# � ����� 
��	� (kq = 1, kω = 1, ω = 3.5v)�
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���
� �
��	� 	���� ������� �	����� ��� ��� �
�!�����
� 
� !
�" !#
�	
�����
�# �
���
� �	���� �
�������� �
����
��� ����	����

�"� ���	����
� ���	��� ��� ��
����� �� ���	�� ��$ ��� �"
% �"�� �"� ����� �������
���
���# ���
� 
�
�
&�� �%���"��� �
� !
�" �"� �#������� �#���� ��� �"� 
!������
����� �!
	� 1 s ��� 0.4 s ���
�������# �� ��� !� ���� �� �"� �

�
�� 
�
� %"��"
����� �"�� h �� ��� �
 −1 ��� ηe,b �� ��� �
 1 ���
�������#� '� �"� ���
�� 
�
� �� ��
�"
%� �"�� �"� ���	��� ���
���# 
� �"� !
�# ����� �������� �
 �"� ��������� �����
�
������� ������ �"�� �"� ���	��� ���
���# 
� �"� !
�# ����� �������� �
 �"� �������
����� �� �� �(
����� ����� ��
� �)�**+� %� 
!����� �"�� ld > kd ��� %� ��� �(
���
�"�� �� �
�� ����� l	p > k	d� ,"�� !
�" ���	��� ���
���# ���
�� "��� �
������� %�

�
���	�� �"�� ���
 ωb
d,e ≈ 0� ����� ωb

d,e = ωb
d,b − ωb

e,b� �"� ���	��
� �
��	�� ���
��
����� �� �"� !
��
��
�� 
�
� %"��� �� ��� !� ���� �"�� �"� �

���� �
��	�� %���

��� ������ ���	�
����� 
�	� ������� ������� �����	������ ��� �����	����� ����� �	�

������

��



�� ������ 	

�
��� 
��
��� �� ����� ������

0 5 10 15 20 25 30
�1

0

1

2

0 5 10 15 20 25 30
�2

0

2

4

0 5 10 15 20 25 30
�2

0

2

4

���� ���

�
	


��
�
��


�

�
�
�

�
��
�
��
�

τx

τx

τx

τy

τy

τy

τz

τz

τz

���	�� ���� �
���
� �
��	� 	���� ������� �	����� ��� ��� �
�!�����
� 
� !
�"
!# �	
�����
�# �
���
� �	���� �
�������� �
����
��� ����	��� ����	���� �
��� ���
����	�!������

��



���� ������	�
� �
���	�

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
�1

0

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

10

20

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
�10

�5

0

5

���� ���

h

η̃

�
		
�	


�
�
�



�



�
�
�


��


�
��
�
��
	�
�



�



ω
b,�
e,b ω

b
e,b

ω
b,�
d,b ω

b
d,b

τ
b a τx

τy
τz

ηe,b

���

� ���� �		�	
�� �

�
� ���
��
 ������	� �

�
 ��� ���	
�� 	�
�
� �

��� ������
�
� 	 ����
��
 !�	" "�#
�� $%& #���� �
	�
	  ���#��' 	
��'��� ���	
����
�

������
��	�� 
��
��� � 	�
 ���" (
��� )�	� 	"�	 � ηe,b(t0) < δη� 	"�� x(t0) ∈ D2

!"��" !��� �
���'� � �!�	�" #� �
� ��� ���	
�� 	�
�
� �� ����
��	��� 	"
� V̇ (x) ��
����	��� ��� 	"� ���� �� 	"�� ���� 	

�  �
 V̇(x)  �
 ��� 	��� ���� �������* +�,-
 �
 ��	������

��
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����� �� �	� �
�����
�� 
� 
���
�� ���� 
� ������� �	��� �
������ �������
�� ���
��������� ��� ����
�
���
�� �� �	� ���
���� ���
�
��
�� ��
���� ����
����� ��������
�
�	 �	�
�� �� �
�	�� �	������ ���	� ������ ��� 
�
�
�� ����
�
��  ������ !������!
����
�
��" ��� �	����	 	���
� ��������� #�� � ������ �	
�	 
� �������
�� �� t0� �	�
���
�
��
�� ��
�� ����
�� �� �	� �	������ ���	 
� �	� ��$
��� ���� �	�
��� ��� �	�
������� �� 	��� ���� ���� �����
����� �	�� 
�
�
�� ������� $����
�� 
� 
����������
%� 
���
�� &�� �� ������� � ���
$��
�� �'����� �� � ���� ��$
�� ����� � �
�� �� �
$� �
������ ����������
�� �� �	� �������� (�'�� �� ������� �	� ������ ��	�$
�� �� �
�
�
���� ���
���� ������� �� �� �'����
$� ������ �� �
�����
��� �� ���� ��� ��������
����
�� �� ������� ����� 
� 
���
�� &�)� ��� �	�� �� ��
�
�� �� ���
�
���
�� ���	�
���
�� *�� �	� ���
��� ���
�
��
�� ��
�� ����� �� � ���� �����
�� 
� 
���
�� &��� %�

���
�� &�+ �� ������� �
�����
�� ������� �	��
�� �	�� �	� �������� ��	���� ��� ����
�� ����
�� �	
�	 �	�
�� �� ���
�
��
�� ����� �� �	� �	������ �����
�� ����� �� ������
��������
��� ,	� ������� ��������� 
� �	
� �	����� ��� ����� ��  
�	�������	 ��

���� )-�-���"�

��� ���� �	�
���

,� ������� 
��������� �	� ��
� ���
$��
�� �� �	
� ���
�� �� ������� �� �'����� �	���
� ���� ����� �� �	���� ������� ��� ���
�� ��
��� ����
�� �	� �	������ ���$�� ��

���������� 
� #
���� &��� ,	� �����
�� �� � ���� ��$
�� 
� ��� �
����
�� �
�	���

�.����� �� ��
��
�� 
� �'������� �� F = ma� �	��� F 
� �	� ������� ������ m 
� �	�
���� �� �	� ����� ��� a 
� �	� ���������
��� ,	� $����
�� �� �	� ���� 
� �'������� ��
�	� �
�� ���
$��
$� �� �	� ���
�
��� �	
�	 ����� �� �	� ����� ����� �����������
��

ẋ1(t) = x2(t) , ẋ2(t) =
1

m
u(t) ,  &��"

�	��� x1(t) 
� �	� ���
�
�� ��� x2(t) �	� $����
�� �� �	� ����� ��� u(t) 
� �	� �������
�
����� ,	� 
�
�
�� ������ �� �	� ���� �� t0 ��� �
$�� �� x1(t0) = x10 ��� x2(t0) = x20�
��� �	� *��� ������ �� tf ��� x1(tf ) = x1f ��� x2(tf ) = x2f ��� �
���
�
�� ��

��



�� ������	
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��� �����

-p +p0
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������ ��	
 ���
 ������ ����� � ����� � ������ ���� �� 
�������� �� � �������

��
�
���� ������ 
��
 
�� ���
 �
��
� �
 � ����
��� ���
���
�� �� −p ≤ x10 ≤ p�
����� p ∈ R\{0} �� �� ����
���� ���
����� ��� ������� �� 
� ��� ����� ��� 
��
���
 ������ �� ������� ��
��� 
������ −p �� p 
� ������ � 
�� ����
��� ����� �


��� tf ��� ������ �������
��� ��� 
�� 
�
�� ��������� !��� �������" ��# ��� �
����
 ������ �� ������� ������ ��
���� ���
��� ��������� ���� �� ���� �� �����������

�� ���
 ����
������� ��� ��� ���� ������ ����


J =
1

2
q(x1f ± p)2 +

∫ tf

t0

1

2
ru2dt , $��%&

����� q ��� r ��� �����
��� ����
��
�� ��� ���� ����� �� 
�� ��'���
 ���
�� ��

λ(tf ) =

[
q(x1f ± p)

0

]
=

[
λ1(tf )
λ2(tf )

]
, $��(&

����� 
�� ��)����
��� �*��
��� 
��
 ��������� 
�� 
��� ���
��� �� 
�� ��'���
 ���
��
�� ��������� 
� $��+(&

λ̇(t)=−
[

0 0
1 0

][
λ1(t)
λ2(t)

]
−
[

0
0

]
=−
[

0
λ1(t)

]
. $��#&

,������ $��#& �� ��
����
��� ���� tf 
� t� �����
� ��

λ1(t) = λ1(tf ) +

∫ t

tf

(0)dt = q(x1f ± p) $���&

λ2(t) = λ2(tf )−
∫ t

tf

λ1(t)dt = q(x1f ± p)(tf − t), $��+&

��� 
��� 
�� ���
��� ���
��� �� ����� �� �������� $��+#&� ���� 
��


ru(t) +
[
0 1

m

] [ q(x1f ± p)
q(x1f ± p)(tf − t)

]
= 0

u(t) = − q

rm
(x1f ± p)(tf − t). $��-&

���
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 	���	
 �� 
���
������ �����

��������� �	� 
������ ����
� ����� ���� �	� ���
��
� �� ������ ��
�� ��

ẋ(t) =

[
0 1
0 0

]
x(t)−

[
0

q
rm2 (x1f ± p)(tf − t)

]
, �����


�� ������� ����� ��� �	� ��
� �������� 
� t = tf ������

x1f =
x10 + x20(tf − t0)± pT

1 + T
, �����

�	���

T =
q

rm2

[
−1

3
t3f + t2f t0 − tf t

2
0 +

1

3
t30

]
. ������

 � ����� �	� ������ �������� ����� 
� x̃± = | ± p− xf |� 
�� 
��!�� �	
� �	� 

��
��
��� ��
������� 
� x10 = 0 �	��� t0 = 0 ���	 q = r = m = 1� p = 100 
�� tf = 10�
"	�� ����� 
� ����� �� 0.3009 ��� #��	 ±p� �� ��	�� ����� �� �� ����$����� �	�
	 �
�
�	� 

�� ������ �	�
	 ����� ����

�� �� �	� 

�� ��
��� ��
������� 
� x10 = 10 �	�
����� ��� −p �� 0.3310 �	��� ��� p �� �� 0.2708� �	�
	 ��
�� �	
� �	� 
������ ����� ��
�	� �����
� ���� �	�
	 
��� ����� ����

�� �� �	� 

�� ��� ��
��� 
� �	� �%

� �
��
���� #!� 	
� 
� �����
� ����
��� �� x20 = −3 �� ��� 
� ����� �� 0.2407 ��� −p �	���
0.3611 ��� p� &��
�� #�

!�� �� �	� �����
� ����
��� �	� �
��	��� ����� �� �	� �����
�
���� "� ������ �	� ���!��� �� �
� ���!�
���� ��� #��	 �	� �������� 
�� ���
���� p
���	 ����� 
� 
������ ����
�� �	�
	 

� #� ���� �� '��!�� ��( �	��� �� ��� �	
� #��	
������ 
�� ��

	�� 
� �	� ���
���� ���� 
��	�!�	 �	� �����
� ����
��� �
)�� −p �	�
������
#�� ������ ����� 
� 

� #� ���� ���� �	� ���
� 
������ 
������ ����
�� *���
�	
� �	� 
#��� �%
���� �
���� 

� #� �%������ �� 
��� ��
�!�� ������ ����
��� 
�
�����

��� ��������	�
 	���	
 �� 
���
������ �����

�� �	�� ��
���� �� ������� 
 �
	��� ��������� �� 
	���� �	� �
���
#�� �+!���#��!�
����� #
��� �� ��
�����

� 
�
����� �!
	 �	
� �	� 
������
 ���
��#�� 
�

J = min {Jp+, Jp−} ������

�� �
������ �	��� Jp± �� 

���� 
 ���������	� �
�	�����
 ������ 
�

Jp± =

∫ tf

t0

τ�
a (eq±)τ a(eq±)dt, ����(�

�	��� t0 
�� tf 
�� �	� �����
���� ��
��, 
�� ���,���� �� �	� �
��!���� *���
� �	
�
�	� 
��!���� eq± ��� �� !��� �� ������ �� �	� �������� �� ���
���� �+!���#��!� ��


	���� 


������ �� eq± = [1∓ η̃, ε̃�]��  � ��
�� #� ���������� ���!�
���� ���!���
���� 
 ���� �
����� �� �
������ �����
��� �����
� �
�!��� �	��� 
 �
��!��� ��
SO(3) �� 
��������� ���	 ������� �
�!�� 
� qd = [±1, 0�]� 
�� ωd = ω̇d = 0 !����
���!�
���� �
�
������ 
� ���
��#�� �� -�
���� (���� !����.��� �	� 
������ �
� �/��0�

���
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∫ t 0
|u|

d
τ

p
−p

������ ���� ����
�
�	� ����

� ���
����� �	��
�	�� ��
	��
� ��� �	��� �	�����
�	�
 	� 
!� �"���
� ���
 �	���� 
	����� ±p = ±100 ��
! ���
��
 �	���
�	�� x10 = 10
��� x20 = −3�

��
! kp = 1� kd = 2 �	��
��
 ������ #� ��� �	
 ���
� ���
��$����� 	� ����������

�	����

������ ��%� ��& ��� ��� �!	�� '((( ����
�
�	� ����

�) ���! �!��� 
!� ���
��

*��
����	� ��� ����	�
� ������
�� ��� ���
��
 ����
�� ��
	��
� ��� ������
�� ��
�	���
 ��
��� ��
! +��	 ������� ��� ���	�� ���� ��� �
������ �����
�	� 	 0.01�
0.1 ��� 1 rad/s ������
���
�� #� !��� �
	

�� 
!� ����

� ���! 
!�
 z = 1 ���
z = −1 � �
�$�
�+�
�	� �
 
!� �	��
��� ��� ����
��� �*��
�$���� �	��
 ��*����� 
���

������� ������
���
�� ��	� 
!� ,����� �� ��� ����
� � �	��  ��
����) �� ������� ��
!��� 	$
����� 
!��� ��-����
 $�!���	��� �� ������ ��% 
!� ���
��$�
�	� 	 ��� �����
�*��
�$���� �	��
� �� ���! 
!�
 η̃ �� 
!� �	�����
 ���
� �� ������ ��& �� ��� 
!�

�!	��� 	 ��� ����� �*��
�$���� �� �	����
�� $� 
!� ˙̃η ������
��� �!�
� �� ������
��� 
!� ��� ����� �*��
�$���� �� 	��	��� 
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���� ������� ���� �
���� �����
� �
���� ���� 1 rad/s ��
��
��
����
���� ��� 
����
� ���������

������ ����� ��������� �� ��� �����
� 
����
� ��������� �
�� � �� ��� ��
�� �����
�

����
� ���������� 
�� ��� ������ �� �
�� 
�������� ��

eq =

{
eq+ if kη̃η̃(t0) + k ˙̃η

˙̃η(t0) ≥ 0

eq− if kη̃η̃(t0) + k ˙̃η
˙̃η(t0) < 0

, ������

����� η̃(t0) 
�� ˙̃η(t0) 
�� �����
� �
����� 
�� kη̃ 
�� k ˙̃η �����  � ���������� 
� ��
����
�����
���� !�� ���
 �� �� ���� ��� �
���  
��� �� ���
� 
�� ����� �� ��
������
� 
�
�"
���� ���� ��
� �� � �
�� ��� �#���� ���� ����� ���� ������ ��
� ������� �� ���$������
�� �������

%� �����
���� ������� ���� �� ������ ���� ������ ��
�� �� 
 ���� 
����&��
����
��� ��
�� eω(t0)� ����� ���� �
���� �����
� 
����
� ���������� 
�� ���������� ��
�� '��

� �
�  � ���� �� ������ ��(� ��� ������ ����� �� ������ ��� �#���� ���� �����  
���
������ �� ˙̃η(t0)) 
 ��
�� �� ��������� �� ��� 
������
��� ������ ������� ˙̃η(t0) = 0

�� ���� 
� 
�����
���� �������� ��� �������� �#���� ���� ����� �
�  � �&������� 
�

eq =

{
eq+ if ˙̃η(t0) > 0

eq− if ˙̃η(t0) < 0
∀ ˙̃η(t0) �= 0, ����(�

����� ��� ˙̃η(t0) = 0 �� ������ 
�������� ��

eq =

{
eq+ if η̃(t0) ≥ 0
eq− if η̃(t0) < 0

, ������

*��� ���� �
���� �����
� 
����
� ���������� 
�� ����������� ��� ������ �����
�� ������ ��� �������� �#���� ���� ����
��� �� η̃(t0) ������������� �� ��� ���� ��

���



���� �����	
 ��
��� 
� ����
������ �
���

˙̃η(t0) �� ��� �� ���� �� ��	
�� �
�
 ���� �������� ����� �� ��� �� ��������� �� ���
�
������

eq =

{
eq+ if η̃(t0) > 0
eq− if η̃(t0) > 0

∀ η̃(t0) �= 0, ��
���

����� ��� η̃(t0) = 0 �� ������ ��������	 ��

eq =

{
eq+ if ˙̃η(t0) ≥ 0

eq− if ˙̃η(t0) < 0
. ��
���

��� ��������� ��� ���� ��� �� � !������ �� �������" �� ��� ������ ������ ����
�� ������� �����
�� ����� �� ��� ������� �����
��# �
� ��� ������� ��	
��� �������� ��
���	�# �� �� ���� �
�� �$����� �� 
�� ���� ������� �������� �� �� ��� �������� ��� ����
���! ������� �� %��� ���!!��	 ��� ������� ��������# ������� ��� �������� ��� ���� ���!
�	��� �� ��� ���	������ ������� �&
������
�
 '��� �� �������� �� ��	
�� �
� �� ���� ���
������ ����� �� ����� ��� �!!����� �&
������
� !���� ���� �� ˙̃η ≈ 0# �� �������� ����
��� ���
��� ����� �� ��	
�� �
�
 ��� ������ ��� ���� �� ��� �������� ˙̃η = −0.5ε̃�eω
����� ����� ���� ��� ������ ��� ��������� ���� � ���	� ������� ��	
��� �������� �����#
�
� ����� ε̃ ≈ 0# �� ������ �� �������� �� ��� ˙̃η !��������# ����� �� ������� ��� ���
��������	 ������	 �
����� ���������� �� !�������� ��� ����
���� �� (������ )
*
* ���
)
)
�# ���!��������


+� �� ��� ���� �
��� ���� ����� ��� ������� ���
�� �� ���� �� ��������� �����
���� �� �!!��!����� ����� �� � 	���� ��� �� ������� ���
��
 ��� ��	
��� ��������
����� �� �� � ,�� ������� ��� ��������� �� �
		��� �� ������
�� ��� -�
�.�/-.
���&
������ ����� ωc1 ��� ωc2 ��������	��0 �������	 �
�� ���� �� �!!��" ����
� ���� ‖eω(t0)‖ ≤ ωc1# ���� * ���� ωc1 < ‖eω(t0)‖ < ωc2# ��� ���� � ����
‖eω(t0)‖ ≥ ωc2


������ ��	 �� ���������	� �

����
 �� �� ��� �
� ���� ������ ������� �� ���������
�� � 
���������� ���������� ���
 ��

Jq± =

∫ tf

t0

ε̃�(eq±)ε̃(eq±)dt. ��
�1�

�
�� � ������� ���
����� �� 
�������� ���	� ��� �� ���� �� ��� �
� ����������� 
����
��	��� �
� ����� �������� ������ ��� ����
������� �
� ����������� ��� �� �������� ��

min {θJp+ + (1 − θ)Jq+, θJp− + (1− θ)Jq−} , ��
�2�

�
��� 0 ≤ θ ≤ 1 �� � ����
���� ���������

��� �����	
 ��
��� 
� ����
������ �
���

+� ��� �����
� ������ �� �&
������
� !���� ��
�� �� �� ��%�� ��� ���� �
������� J1 =
e�q+Qeq+ +

∫ tf
t0

τ�
a Rτ adt ��� J2 = e�q−Qeq− +

∫ tf
t0

τ�
a Rτ adt# ����� Q ∈ R4×4 =

diag{Q1, Q2, Q3, Q4} ��� R ∈ R7×7 = diag{R1, . . . , R7}# ��� ���� ������ ���
�&
������
� !���� ��&
����	 ��� ����!��� ��������# �
�� ���� J = min{J1, J2}# �
�
���� ��
�� ��&
��� �� ����� ��� ��������� �!����� ������� !������� ����� �� ��� ���
���!
���������� ����
���	 ��� ���� ���,� �
�� �� �!�������� �����
�� ����
����0

���
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�� ��	�
���� ��� �� 
��

�� ��

˙̃q =Te(q̃)ω̃ ������

J ˙̃ω =τ a − S(ω)Jω − Jω̇d(t), ���� �

��� �� ���������
��� 
� ��
��� �!���	� ��� "	�#���$ ���%�

ẋ(t) ≈ Ax(t) +Bτ a(t), ������


���� x1(t) = q̃(t)$ x2(t) = ω̃(t)$ x(t) = [x1(t)
�, x2(t)

�]�$

A =
∂f(x, τ a)

∂x
, B =

∂f(x, τ a)

∂τ a
����%�

���	�� 
�� ��	������	� ����
� (q̃, ω̃) = (±1, 0, 0)$ 
����

A = ±1

2

⎡⎣ 04×4
01×3

I3×3

03×4 03×3

⎤⎦ , B =

[
04×7

03×4 J−1

]
. ����&�

'� ��
���	���� �� �

�
	�� ����� ���
�� ��(��� �� eq± = [1∓ η̃, ε̃�]� 
� ����	�
�
��
� 
�� ����
��� ��� ����
��� ��
�
��� ���	�� 
�� ��
�
����� �)��� *��������
���
��	��� 
�� (��
 ��
 �� A 
� ���������$ ���	�
��� �� � ���� �� η̃� ���
��� �� �����

�� ������ ��
�
��� ���� q̃(t0) 
� q̃ = [±1, 0�]� 
� ��
�
� �� θ ��� 
�� ����
���
��	������	� ��� ��� 
�� ������
� ��
�
��� 
� ��
�
� �� ψ = θ − 2π �������� −q̃$
���� !��
��� ��&�& ��� ���� �� �����+�)�� ������
������
��� ��� ,	��� ������
����$
��� 
�	� 	
����� �� ����� ���
�� ��(��� �� eq±(t0) = [1− η̃(t0), ± ε̃�(t0)]

�� - ���

�	��
��� �� ��(��� ��

J =
1

2
e�q±Qeq± +

1

2

∫ tf

t0

τ�
a Rτ adt, ������


�� (��� ���	� �� 
�� ��.���
 ���
�� �� ��	�� 
� ��

λ(tf ) =

[
Qeq±(tf )

0

]
, ����/�

��� ������� 
�� ��.���
 ���
�� ��������� 
� �-�/%� ������

λ1(t) = Qeq±(tf ), λ2(t) =
1

2
Q̃ε̃f (tf − t), ����0�


���� Q̃ = diag{Q2, Q3, Q4} ��� ε̃f = ε̃(tf )� ��� ���
��� ���
��� �� ��	�� ��
�������� �-�/&� ���	�
��� ��

Rτ a +B�

[
Qeq±

1
2Q̃ε̃f (tf − t)

]
= 0 ����1�

τ a = −1

2
R−1

[
0

J−1Q̃ε̃f

]
(tf − t), ����2�

���



���� �����	
 ��
��� 
� ����
������ �
���

����� ����	 
� 
�� 	
�
� ��
�
���

ẋ(t) = Ax− 1

2
BR−1

[
0

J−1Q̃ε̃f

]
(tf − t). ������

������� ������ �����	

x2(t) = x2(t0)− 1

2
J−1R̃−1J−1Q̃ε̃f

[
tf (t− t0)− 1

2
(t2 − t20)

]
, ������

����� R̃ = diag{R5, R6, R7}� ���

x1(t) = x1(t0)± 1

2

∫ tf

t0

[
0

x2(t)

]
dt . ������

�	 �� ��� ��
���	
�� �� ������ ����� ��
������
 !���
 �� ���
 
�� ���� ����
	�	
� 
� �������� 
� ��	
�
��� �� 
�� 	 ����	
 �

�

�� ������ �� ���	���� ε̃f 	����
η̃f �	 ��	
� ����
�
�� �
 t = tf ��������

ε̃f± = H−1

[
ε̃0 ± 1

2
ω̃0tf

]
, ������

����� ε̃0 = ε̃(t0) ��� ω̃0 = ω̃(t0)� ���

H = I± 1

6
J−1R̃−1J−1Q̃t3f . ����"�

#�� �����
���  �
����	 Q̃ ��� R̃ ��� 
� � ���	
��
 tf 	��
�� �� 	����
�� 	
�� 
��

rank(H) = 3�
#� 	
 
! �� ���� 
�� $��������� #� ��� 
�� ����!�	
 ��
�
����� �����
���

$�� 
�� 	�	
� ���%�� ��� ���%�� �� ���	��&���! ��
� � 	
�
� $������' ���
��� ���
��������� 
� 
�� ��	
 $
��
��� ������ �� ����	� 
�� ��
������
 !���
 	�
�	$����
��
��� eq+ �$ η̃(t0) ≥ 0 �� eq− �$ η̃(t0) < 0 $�� ω̃(t0) = 0� �� eq+ �$ ‖ε̃f+‖ ≤ ‖ε̃f−‖
�� eq− �$ ‖ε̃f−‖ < ‖ε̃f+‖ $�� ω̃(t0) �= 0� ��������� 
� ������ ��� ����"�� ����� eq±
����
�	 !�	�
��� ��� ����
��� ��
������
 !���
� ��	!��
������

������ ��	 ��� ���� ��	
��	� tf ��	 �� ��	
�
���
 �
 � �������	� �������� ���

����	 �	����� ������
� �	
 �	����� �	����� ��������� � ����� ���� ��	
��	� ��	

 ��

������� ��� �	����� �	����� �������� �����

������ ��
 �
 ��� ��
��� �
 �������
 �� ��������	� ��	���������	 �� ��� 
�
���

�������	
 ��� ��
����	� ����������� ���	� ���� 	�� 	���

����� �� ��� ������� �	��

����������

� �� ��
���� ���� ��� ���������� ����������� �
 ���
�	 �	 ��
� ��
�


���	 
��������	
 �� ��� ���� 	�	��	��� ��
�� ��� ��������
� �	
 
������	
 �	 ���

���	
��� ���� (‖ε̃f+‖ ≈ ‖ε̃f−‖) ��	

 �� �����
� ������ 
���	� �� ����� ��	
������	

�� 	�	� �� ��� �� ������ ���	� �
 ���
�	 �������
 �� ��� ������

������ ��� �� �
 �

���
 ���� ��� ����
 ��
� ��
 ��������� ������ �	
 �
 ��	�
 ��


��� ��� �������	 �� ��� ���
�	 ����������� ���	� ����	 ��� �	����� ��	
����	
�

���



�� ������	
������ 
������� �������	 	������
��� �����

��� �����	
��� 
����
�

�� ���� �����	� 
� ������� ��
�����	� ������� ����� 	� ��� �
	 �������� ����
�� 	�
������ ��� �������� �	����	� ��	
 �� ������ �	���
���	� �	��� 	� ���
 �� ���������
�� ���� �����	�� �� ������� ��
�����	� ���� �� ��������� �� �����	� ����� �� 	����
���
�� �	� �������

����� �����	��
�� �
����

�� ��� �	��	
��� ������� ��� ��������� �	 ���������� ��� ����	�
���� 	� 	�� �!��"
������
 ���� �� ���������� ��
�����	� ������� 	� � ����� �	�� 
��� ��������� �������
������ 
���� �	
�� �	���
���	� �� �	
����� �	� �	�� �!��������
 �	���� ���	�����
�	 #$���%� &�� ��
�����	�� 
��� ����	�
�� ����� ��� ��
� ����
����� �� ���������
�� �����	� $�� �'���� �	� ��� �������� �������	� 
���� 
�� ������� �	� ��� ��������
��
�����	��� &�� ��
�����	�� 
��� ����	�
�� �� ��� �	��	
��� 
��( ���� ��� �������
������ 
��� ����	
�� ��������� ��� 
� ��	������ �� ���������� 
���� �!��������


�� ��� ���������� ���	����� �	 ��� ����� �� �����	� $��� �����!������ �
	 
����"
���� 
��� ����	�
�� ��������� ��� �	���	� ��
 #)��*%+ 	�� �	� ���� �!��������
 ���
��� ���������� �!��������
 ���� �� ��� �!��������
 ������� �	 ��� �������� 
����"
��� 
�� �	��� ��� �	
����� 
��� ��� ��������	��

�� ����� �� ���������� ��
�����	� ������� �	� � ������ ���� �� �� �'�
���� ,	�
��� ��
�����	�� ��� �	��	
��� ����
����� 
��� ����( kη̃ = 1 k ˙̃η = 70 ωc1 =
0.1 ��� ωc2 = 0.4� &�� ������� ������ 
��� ��	��� �� q(t0) = [−0.3772, −
0.4329, 0.6645, 0.4783]� ��� ω(t0) = [0.0212, − 0.0283, 0.0354]�� ����� ���
������� ������� ���	���� ‖ω(t0)‖ = 0.05 < ωc1 
� ������� ��� ���� �� -��� �� .����
#$��)% ��� #)��% 
� 	����� 1·(−0.3772)−70·0.5·[−0.4329, 0.6645, 0.4783][0.0212, −
0.0283, 0.0354]� = 0.0096 ≥ 0� &��� ��� �	������ �!��������
 �	��� ��	��� ���� ���
�������� �	����	� ��� ������	�� 
� ��	�� eq+ = eq� &�� ��
�����	� ������� ������"
��� �������� ���	� ������� ���	���� ���	� �	
�� �	���
���	� ��� �	���	� �	�!�� ���
�������� �� ,������ $�/ ��� $�0 ��� 
� ��� ���� ���� �� ��� �������� �!��������

�	��� 
�� ��������� ��� ��	���� ��� 
������� ����� ��� �	������ �!��������
 �	���
���� �	 ��� �������� �	����	� �� �'������ ��	
 ��� ���������	�� �� �� ���	 �����������
�	 �	�� ���� ��� �	������ �	����	� 
�� ����	�
�� 
��� � �
����� ���1 �	�!�� 
����
�� ���������� ���������� �� ����� 
��� ������	� ��������	� �� ����	������

&�� ��
�����	� ������� �	� ������������� ����	��� ��� ��

������ �� &���� $��

���� ��� ����� �������� ����� 
��� ��
������ ����� �������� �������	� �	� ���
����	
���� ������� ���	������ 	� 0.01 0.1 ��� 1 rad/s �	� ���� 1 2 ��� 3 �������������
&�� ��
�����	� ���	��� �	��� 
�� ����	�
�� ����� ������� �������� �������	� ��
�!��� ����� ��	
 0.01 �	 1.5 rad/s ������ 100, 000 �	��������� ����� 2� ��� ��
���� ���� ��
�����	� 
��� ��� ��
��	�� ��
�� ��� 34���3 ��� ��� ��
��� 	� ��
��

� 
��� ���� �	 ������� 
���� �!��������
 �	��� ���� ���� ��� �������� �	����	��
&�� ���������� 	� ���� �	� ��� ����� ��� ��� ��
��� 	� ���� �������� ���� ����� �� �
������	����� ���
��� ��������	� ��� ������ ��������

������ ��� �� ������ 	
 ���
� ���� ��
 
�
�
�������� ��� ����������� 
�
�
��
�

�� ���� �
����� ��
 	��
� �� ���
��
�� ���� �
����
��
� ������� ���
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���
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∫ t t 0
τ
� a
τ
a

eq+
eq−

��	
�� �
�� � ���������� �� �����
��� ��	
��� �������� ��� ����� ����
������ ���
�����
�� ����
��� �� � ��	�� ���� 
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���� �����	
��� 
����
�

����� ���	 
��
��� ������ ��� �����
� ��� 
���� ��
 �� ������
���� ������
��� ��
����
����������� ����
�

���� � ���� � ���� �

φ [deg] ��� � ��

θ [deg] �  � !���

ψ [deg] � � ���

ωx [rad/s] ���� ���� !����

ωy [rad/s] � � ���"

ωz [rad/s] � � ����

‖εf+‖ 8.12×10−3 5.10×10−3 7.82×10−3

‖εf−‖ 6.09×10−3 5.18×10−3 9.39×10−3

Pf+ ������ ���"�� ������

Pf− ��� �� ������ ����� 

� ����� �������	� 
���� ��� �
��������� ����� �� 	����� �� �����	� �� ��� ������
���� ��
����� �� ��� 	������ ���� �� ���	���� �� � ����� �������	�� ���� ������� ���
��������� ���������� 	������������ 	��� ������ �� ������ ���� �� ��	���� �� 
� ���
�� 
��� ���������� 
���� ��� ������ �� ���� ! ≈ 0 ��� �� ������ � �������� ������
�� ����������� ������ ��� ������ ����� ��������	���� ��� ���	� ��� ��"���� ����
�
��	���� ���
��� ��� �
��������� ������� ���� ������� 	�� �� ������ �� �������	���
����������� ��� 
��� ���� �� � ������ ���� ������� �� �
��	���� 	������ #��� �$����%���
&'' !�

����� ����	
� 	��
��


� 
�� �����#���$ 
�� ����������� �� ��� ����������� 
��
 �� �����
��
�� �% ������
���
������
��� �����
� �� � ����� ���% #�
� ����
���% ���
��� ������$ #���� ��#�� ���!
����
��� #��� �������� ��� ��
� ����������� ����
�� &����$ 
�� ���
������ '���"(
#�� �
���)�� #�
� ����� ������ �� kp = 1$ kd = 2$ 
�� ������
��� 
��� #�� ������
�� t0 = 0 ��� tf = 30 ��� ��� ���
�������� #��� ���

�� 
� ��

�� �����
��
� 
��
������� �� 
�� �������

&�� ������
��� �����
� ��� �������)�� �� ����� ��� #���� #� ���� ������
��

�� ���
��� �

�
��� �� *���� ������ �� ������� 
� ���� � ��

�� ������
������ �� 
��
��%����� �����
�
��� ��� ���
��� ������� ������
���� ��� 
�
�� ��#�� �������
���
#�� �������
�� ����� Pf± =

∫ tf
t0

τ�
±τ±dt ��� �������� 
�� ����
��� ��� ����
���

����������� ����
$ ��� ‖εf±‖ #�� ����� ��������� 
� '����(� +� �� ��
 ������

������
��� �����
� #�
���
 ���
��� ������
��� ������� 
�� �����
 �� �������, ����
��

��
�
��� ����� �������
 ���������

��� �����
� ���� 
�� -��
 ������
��� �� ������
�� �� .����� ��� #���� 
�� ����!

�
% �� ���
��� ��
�
����� ����� #�� ����� ��� ��
� ����������� ����
�$ ��
 #�
� �
����� ���
��� ������
% �������� 
�� ����
��� ����������� ����
� /������� 
�� ��
����
����������� ���� 14.88 0 �����% ������ #���� �� � ������������ �����
 ���������%
��� �������
���� ���� �� ���������
 ��������� #���� 
�� ���� ���
 �� �1
�����% �����

���
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∫ t 0
τ
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τ
d
t

eq+
eq−

��	
�� �
�� ���������� �� ����� ����
������ ������� �������	 �������� ��� ��	�
����� ��
������
� �
���	 �� �����
�� ����
��� ����� ���������� ����� �� ��
�� �
�
���� ������� ��	
��� �������� ����� � ω̃ = [0.01, 0, 0]�


��� ���
���  ��� ��� ������ ���
������ �� ��������� �� ��	
�� �
! ������	 �
����
��� ����� ��� �������� ��
������
� ��� ��� �������� ���� ��� ��� �������
�������� ��� ���
� � ��"����� �#��
 ��� ���
�� ����� ���� ��� �������� ��
������
�
���� ��� ��� ������� ���$ ����� �� � �� �
������


%� ��� ����� ���
������ ��������� �� ��	
�� �
&' �� ����� �� ��������� �����
��
��� ��	
��� �������� ����� �� ���������� �� ���� �� ���� ����� ��
������
� �� ��� ���
����� ���
 (��� ���
	� ��� ���� ���	��  �� ��� �������� ��
������
� ��� ���	�� ���
��� ��	
��� �������� ��� ��	��� �
���	 ��� ����� � ��� ���
������$ �� ��� ���)����
���� ��� �������� ��
������
� ��� ��� ������� ��
������
� ��� ���
���� �� 3.12 *
����	� �����	


��� ������ � ������� ��
������
� ����� ��  ���� ��� �������� ��
������
� �����
���� ����� ������� ��	
��� ���������� ��� ���������� �������� ���� � ��� ���
�  �� tf $
���� � ��� ���� ���	�� �� ���	��
 +� ������� ���
� � ω = [10−4, 0, 0]� 
���	 �������
�����
�� �� �� ��� )��� ���
������ ����  ���� ��� �������� ��
������
� ���� � ���
��	����� �� ��� �������$ �
� ���
������ ���
�� ����� ���� ��� ����	� ����
������
�� 0.3138 ��� 0.3134  �� ��� �������� ��� ��	����� ��
������
� ����� ������������$
���� � 0.13 ������� ��"������
 ,� ���������	 �� tf = 300 s ��� ������ � ��
������
�
����� �� ����� ���� �� ���
� ω = [10−8, 0, 0]� �� ��� ��� ����������� �� ������$
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∫ t 0
τ
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τ
d
t

eq+
eq−

��	
�� �
�� ���������� �� ����� ����
������ ������� �������	 �������� ��� ��	�
����� ��
������
� �
���	 �� �����
�� ����
��� ����� ���� ������� ���������� ���
��	
��� �������� ����� � q̃ = [

√
2, 0,

√
2, 0]� ��� ω̃ = [0.01, 0, 0]�


����� ���� ���
�� �� ����������� ��!������ �� ����	� ����
������
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∫ t 0
τ
�
τ
d
t

eq+
eq−

��	
�� �
��� ���������� �� ����� ����
������ ������� �������	 �������� ���
��	����� ��
������
� �
���	 �� �����
�� ����
��� ����� ���� ������� ����������
��� ��	
��� �������� ����� � q̃ = [−1.209, 0.8739, − 0.1209, 0.4550]� ��� ω̃ =
[−0.01, 0.04, 0.02]�
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���
�
��� �� 	�
�
����� ��
 ���
�
�� �
���
� ���� �
� �������
 ������
������
� 
� ��
 �����
�
��
� ���
� 
� ��
 ����
�
�� 
� ������
� ����
�� 	�
�
��
� ��  		
���!  �"�
�� �
���
� ��# �
 ����� ��
 ������
������
� 	�
��
� 
� ��
 �	��
����� �� �
��
�$
�
��
�
� �
�����
� �
� �
�� ���������
��� ��� �
����
��� �
���
� ��
�
 � ������
�
����
� �� ���
�	
���
� �
� ��
 ����
�� %�
 ���� ���
�
��
 �� ���� �� �
���
� ��� �

��
� ���� ��
 ������� ����
�� ��� �
 ������
���
� &�� �
���
�� ����
 �� �
���
� ��#
�
 �
�� 
� �
����&
 �

������
�� �����
��
�
� �� �
���
� ��' �
 
!�
�� ��
 �
�����
����� 
!	
�
����� ����� 	�
�
��
� �� �
���
� #�# �
� ���������
��� �
���
� ��
�
 
���
�!�� �� �
����
� ���
�
���� ��� ���
 ������
 I2 ����
� �� ��
 �
���
� ��� �
 �
���
 ��

�
������ �
� �
������ �
�� ����������
�� �� ��
 
�� �
 	�
�
�� ��������
� �
�����
�� �
���
� ��" �
 &
���� 
�� �
����� ��
�� ���� ��������
��� (�
 �
����� 	�
�
��
� ��
���� ���	�
� ��
 ���
� 
� )����������� �� ���� �*���+ ����������� ��� ,�������
��
�*��-�

��� �����	
���
��
� �	
���� �
	���
��
�

(�
 �
���
� 	�
��
� �� ���� �� � �
����
� �������� ��� ������
������
� 	�
��
��
���� ��� �
 ���� ��
 �
��
� �
 ����� � �
����� �
�
�
��
 qd(t) ∈ S3 �� 	�
�
��
�
�� �
���
� #��� ���� ��� �
 ���� ��
 ����
 ql ∈ S3 ��� ωlb

i,lb ∈ R3 �
 ���.�� )#�/-
��� )#�0-� �
�	
���&
��� ����
 �� ��
 ���
 ���
� �
 ���� ��
 �
��
�
� ����� �
��

�
	�
�
��
� �� ��
 ����
� qf ∈ S3� ωfb
i,fb ∈ R3 �
 ������
���
 ���� ��� �
��
� ����

����

lim
t→∞

ε̃f → ε̃l ⇔ lim
t→∞

q̄l ⊗ qf → [±1, 0�]�, )���-

lim
t→∞

ω
fb
i,fb → R

fb
lb ω

lb
i,lb ⇔ lim

t→∞
‖ωfb

i,fb −R
fb
lb ω

lb
i,lb‖ → 0. )���-

���



�� �������	
��
��� 
�����
������
�

���������	��
� ��� 
������� ��� ����� � ������ ��
������ q′
d(t) ∈ S3� ω′

d(t) ∈ R3

�������� �� ��� ������� ���� �� ������� ����

lim
t→∞

ε̃ → ε′d(t) ⇔ lim
t→∞

q̄′
d(t)⊗ q → [±1, 0�]�, �����

lim
t→∞

ω → ω′
d(t) ⇔ lim

t→∞
‖ω − ω′

d(t)‖ → 0, �����

����� q = q̄l ⊗ qf ��� ω = ω
fb
i,fb − R

fb
lb ω

lb
i,lb ��� ������	� �������� ��� �������

	������
� ��������	��
�

��� �����	
���
��
� 
� ��
 	������
����

��� �������
�� ��� ����
 ����
���� �� ���� ��� �
 ����� 
�������� esq± = [1 ∓
η̃s, ε̃�s ]

� ����� q̃s = [η̃s, ε̃�s ]
� = q̄d(t) ⊗ qs ��� s = l, f 
�� ��� ������ ��� ���


������� �����  ��
� ��������	��
� ��� Tse±(esq±) �� ��!��� ��������� �� ������ ����
�� � ���� ��� ����� ����������

ėsq± = Tse±(esq±)esω , ���"�

����� esω = ωsb
i,sb − Rsb

i ωi
i,d(t)� ��� ������#
������� �������� ��� �
�������$�����

�� ���� ��� 
�������� ��������

������� ��	 ��� 	

��
����
 ���� ��� ��� ��� ���� ��� ���� ��� ������ ��� ����

����� ����� �����
� ����� ���� �� ��� ���������� (elq±, elω, efq±, efω) = (0,0,0,0)
�� ��� ��� 
�
���
 ��
������ �� �%�&%� ��� �%�&��� �� ���
������
 ���� ��� �������

��� ���'�� ��� ��� ������ ���

τ
fb
fa =Jf ω̇

fb
i,d − S(Jfω

fb
i,fb)ω

fb
i,d �����

− kfp
(
T�

feefq −T�
leelq
)− kfd

(
efω −R

fb
lb elω

)
− τ

fb
fd

��� ��� ��������� ����� kfp > 0 ��� kfd > 0 ��� ������� ���� 
�����
� ��� ���������

�
��
��������� 
����� �� ��� ����� ���� ��� 
�� �� ������� ���������
 Γ = S3
e × R3 ×

S3
e × R3�


����� (�� �������) *�'+�


����� ��	 !��� ���� "���� ��� ��
� ����
 ��� ������� #�� ��� ���� ��� ������

��� ���������

����� �� ���� ���� ��� ������ ��  ���� �� ����	��� ��� ������ ����� �� ��� �������
���� ,�� ������ ���  � �)������  
 ����������� �������  ������ ������ �����
�� ��������� �� ���������� ���� -� ��� � ������� ��� ����������� �
 ��� (������
. /� ���������� �� ��������� �� (������ ��%�%�  ���� �� � ������� ��������� �����
��� �
��� ����� ��  � 
�	��� �� 
��� � ��� ����
 ����
��� ����� �
 	��� �� �� ����
����� 0� ��� ���� �
  ������ ������	� ���#	�������� ������ ������ � �����
#�����
����� �� ���	���� ��� ����� ���
 ��������� ��
������� ��� ����
 ��
  � � �������
,�� ���	���� ������� 
�� ��� ����
 ����  � ������� �� ���� ����� ����	�� �����
�)������� �� ��	��	�� ��� �����
��� ��� ��������� ����� ���� �� ��� ��� ��������� ��
�������) ��"�%� -� ���� ��� 
�������� ��������

���
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������� ��	 ��� �������	
�� �
���
� �
�� �
� �
�� ��� ������ ��� �
��
��� �	�	�

�
�	��
 ����� ���� 
� ��� ���	�	��	� (elq±, elω, efq±, efω) = (0,0,0,0) 
� ��� ��


������� �����	��� �� ������ ��� ������� 	� ��
�����

� �	�� ��� �
���
� ��� ������
�
� ��� ������ ���

τ lb
fa = Jf ω̇

fb
i,r − S

(
Jfω

fb
i,fb

)
ω

fb
i,r − kfq

(
T�

efefq −T�
leelq
)− kfω (sf − sl) �	���

�
� ��� �
��
���� ����� ω
fb
i,r ��� sf ��� �� ��� �	�	��� �
 ����	
������	��� ��� kfq >

0 ��� kfω > 0 ��� �������! ��	� �������� 	� ��	�
���� ������
�	����� ������ 	� ���

����� �	�� ��� ��� 
� 	�	�	�� �
��	�	
�� Γ = S3
e × R

3 × S3
e × R

3
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����� ��	 "
�� ���� #����! �
� ���
 �
��� �
� ���
��� $
% �
� �
�� ��� ������

��� �
��
���


��� �����	
���
��
� 
� ��
���	
�� �
	�
��
��

�� ���� �
����� �
 ��
�
�� ����
 �

�
��� ������  ��� ��� �
 ���!
 �����"�
 ��������#
������ �� �  
��
�$��  ��
� ����
����� ���%����� �� ������
 ���� � �
�����
 & ���$
���  
�  
��
�' ��%� �� �� ���� ��� ��
�
��
� �� �
����� 	�� ��� ��� ��
������ & ��#��

���
� ���� ��%� �� �&��%���' ��� �
 ���!
 ����� ������ ������ �� �  
��
�$��  ��
�
����
����� ���%����� ���� ���"%
� �
��
�� & ������  
�  
��
��

����� �����	�
�� ��
�
��

�� ���� �
����� �
 %��
 "�
 �� ��
 �
�" �� �� �&
��� ������ ��
�
��
� �� (����
� )
��� �&�������*
� �����"�
 ������ �� �  
��
�$��  ��
� ���%������ +�
 %��� ��,
�
��



��

� ��
 �������� ��
�
��
� �� ���� �
����� ��� ���� ��� ��
�
��
� �� (����
�
) �� ���� ��� �
 %��
 "�
 �� �
 ���!
 ���������
� ��� ��
 ��  ��
� ����
�����' ��"�
��
 ��� %��
 � �� ��
 �&
��� �&��
% ���	-�.���		� ��  �� #
�
�� ��,
�' � ��# ����
��
 ����
����� �
�%� /"���
�%��
' �
 ����������
 �
������# ��%� �� �� ���� ���
"�
� ��� ������
� �&��
%� ��� ��� &��� �� ��
 �&�������*����� �����

+�
 ����
����� 
���� 0"��
������ q̃s = [η̃s, ε̃�s ]
� ��
 ��"�� 
& ��� &��# ��


0"��
����� ����"�� .��
 ������

q̃s = q̄sd ⊗ qs =

[
ηsηsd + ε�s ε

�
sd

ηsdεs − ηsεsd − S(εsd)εs

]
. �	���

�� �� �%������� �� �����
 ���� ql �� ��
 �������� 

��

�  
��
� 
��& ��� ��
���� 
���%
 ��� 
 qf �� ��
 ��
 ���!
� �������� 

��

� ��
 ��  ��
� 
��& ��� ��
  
��
�

��& ���%
' ��� ��"� ��
  
��
� �� ��%%���
� �� ��  �� ��
 �
�
�
��
 ��� 
 ���
��
 ��  ��
� � �
���� �
�
�
��
 �����	&� �� ��
  
��
�� 1
 �
2�
 
���� !����
 
� ��
eshq = [1 − hsη̃s, ε̃�s ]

� ��
�
 ��
 state !����
 
� hs ∈ H = {−1, 1} �
�
�%��
�
��
 �����
 �� �
���
� 
0"� �
��"% ������' ��� ��
 
���� ���
%����� %�& 

 ��
�
��
�
��� �#�"� �� �)��� ��

ėshq = Tsh(eshq)eshω , �	�3�

���



�� �������	
��
��� 
�����
������
�

�����

Tsh(eshq) =
1

2

[
hsε̃

�
s

η̃sI+ S(ε̃s)

]
����	


elhω = ωlb
i,lb −Rlb

i ω
i
i,ld �����


efhω = ω
fb
lb,fb −R

fb
i ωi

lb,fd = ω
fb
lb,fb −R

fb
i

(
ωi

i,fd − ωi
i,lb

)
, �����


����� �� ��
� �
� 
� ���
�� ω = ω
fb
lb,fb� ��� �
���
� ��� �
� ��� �
��
���

���������� �� ��������� ��

τ fa = Jf ω̇fr +Cr(ω)ωfr + nr(ω)− kfqT
�
fhefhq − kfωsfh, ������


ωfr = ω
fb
lb,fd − γfT

�
fh(efhq)efhq, ������


sfh = ω − ωfr = efhω + γfT
�
fh(efhq)efhq, ������


����� kfq > 0� kfω > 0 ��� γf > 0 ��� �
������ ������ ����� ��� x1 = [e�fhq, s
�
fh, hf ]

� ∈
S3
h × R3 ×H ���� �
� � ����� � �������� ������ σf > 0 ��!�� ��� "
� ��� #$��

����� ����������� ��

Cf := {x1 ∈ S3
h × R

3 ×H : hf (kfq η̃f − 1

2
γf ε̃

�
f Jfefhω) ≥ −σf} , ����%�


Df := {x1 ∈ S3
h × R

3 ×H : hf (kfq η̃f − 1

2
γf ε̃

�
f Jfefhω) ≤ −σf} . ����%�


����� ��� ��������� ��� �� ��!��� � 

ḣf = 0 x1 ∈ Cf , ����&�


x+
1 = Gf (x1) = [e�fq, s

�
fh,−hf ]

� x1 ∈ Df . ����&�


'
� ��� ������ ���������� �� ��(� $�� 
� ��� ���$��� ��������� �� )����
� %���� ���
��$� ��!�� x2 = [e�lhq, s

�
lh, hl]

� ∈ S3
h ×R3 ×H �� ��� ������ ������ ��� ��� ����� 
�

��� �
��� � ���� �� ��!��� �� x = [x�
1 ,x

�
2 ]

�� *� �
� ����� ��� �
��
���� ���
����

������� ��	 ��� �������	
�� �
�� �
� ��� �
� �
�� �
� �
�� ��� ������ ��� �
��

�
��� ����������
 �
��	��� ��� ������ ���+�
 ��� ���+�
 	� ��
�����

� �	�� ���

�
���
���� �%��&
��%��,
 �
� ��� ������ ����������� �� 	���� �
� ��� ������ ���-
 ���
���-	
 	� ��
�����

� �	�� ��� �
���
���� �����
�����&
 �
� ��� �
��
��� ����������


����� ��� ���

A := {x ∈ S3
h × R

3 ×H × S3
h × R

3 ×H : (elhq, elhω, efhq, efhω) ∈ B̄δr}, �����


����� δr > 0� 	� ��	�
���� ������
�	����� ������ 	� ��� ����� 
� ��� ��� S3
h × R3 ×

S3
h × R3
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����� ��	 ��� �������� ������ 	� ���
���  
� 	� 	� ���� ��
 �����	����� ������

������� ��	�� ��� 	�����
�������
 ������
��� �� ����� 	� ��� ��

� ���� �
� �� 
����� δl0	� ��� ��� 
� ��� �
��� ������ 	� ������
�	����� ������ 	������ 
� ��� �����

�
���	
� �
� �����	��� �������� ������� ���� limδl→∞ βla(θ2) → ∞
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��� ��� ����	
������
 ��	� 
� 	���� �� ������ ��� ��

�
��� �		�������	�

���������	 
�� ����� ������ αpd
	 αṗd

	 αp̈d
> 0 �
�� ���� ‖pd(t)‖ < αpd

	 ‖ṗd(t)‖ <
αṗd

	 �
� ‖p̈d(t)‖ < αp̈d
��� ��� t ≥ t0�

���������	 
�
 �� �� ���
��� ���� ��� ���� ms �� ���� ���������� �� ��������	
��
���
� �
� ��

����

���������	 
�� ���
�� ����� ������ αsd > 0 �
�� ���� ‖fsd(t)‖ ≤ αsd ��� ���
t ≥ t0	 ����� s = l, f ��
���� ��� ������ �
� �������� ����������	 �������������

�� ���	 ��	� 
� ��
� ���	���� ������
 �� ��� ��

�
�� 	��������� 	���� ������
 ���
������	 ��� ��� 
����� 	��������� �	 ��� ���	������ �� ���	 ���	�	� 
���� ����	 ����
��� 	�������������� ��� �� ���
�� �	 �������� �� � ��	������ ��������� �����������
������������ 
� �		��� ���� ��� 
����� 	��������� ������	���	 ��� ��	��������	
	��� ���� fal = −fdl�

��� ������
 ���
 �	 �� ���� ��� ��

�
�� 	���������� 
��� ��	 
����� ��������� ��
��� ����� ���� ������� ��������� pd(t)� ṗd(t)� p̈d(t) ∈ R3 	���
�� �� ��� ���������

��	� ��	������ �� �������  �!� ����

lim
t→∞

p → pd(t) ⇔ lim
t→∞

‖p̃‖ → 0 " �!#$

lim
t→∞

ṗ → ṗd(t) ⇔ lim
t→∞

‖ ˙̃p‖ → 0, " �!%$


���� p̃ = p− pd(t) �	 ��� ��
����� ��	����� ����� ��� ˙̃p = ṗ− ṗd(t) �	 ��� ��
�����
��
����� ������ &� 	���� ��� ��

�
��� ��������

������� 
�� ��� ���
�����
� ���	 ��� �
� ��� ����� ���
	 ��� � 
������
� ���
�
(p̃, ˙̃p) = (0, 0) �� ��� ������ "'� '$ �
 ������!���� ���� ��� ��
���� ���

faf =mf p̈r +Ct(ω
l
i,l)ṗr +Dt(ω̇

l
i,l,ω

l
i,l, rf )p+ nt(rl, rf )−Kpp̃−Kds " �!($

ṗr =ṗd − γp̃, " �')$

s =ṗ− ṗr = ˙̃p+ γp̃, " �'!$

����� Kp �
� Kd ���� ��� ��������� �������� ��"
��� ��
���
� ��������	 �
� �����
����� kpm, kpM , kdm, kdM > 0 �
�� ���� kpm ≤ Kp ≤ kpM �
� kdm ≤ Kd ≤ kdM
�
� γ > 0	 �� 

������� #������� ����������� ����
�
������ �������

������ ��� *������+ ,�''�

������ 
�� $� 
��� ���� ���
 �� �� ����� #����� ���������	 ���� �� 
�� ������� ����
� ����������� �������
� ��
�� ���
 Ri

lp = −rl	 �������
 ��� �������� �� ������� �� ���
��
��� �� ��� �����	 ����� �� � ��
#
������ �
 "'� '$ �
� �������
# �� %&��
	 �'�()
��� ��*������ �
���
 ������
� �� ��� ���� �
� �
�� �� ��� ���� ���
 ��� ����� �����
�� Rn� +��� � ��������� �������
� ���� �� 
�� �
 ���
� ����
�� � �������� ���� ����

���� ����� ���� ���
� ����
�� �� ��� ��������� ���� ���� ,���� ��
����� �� ���� ���
��

���
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	� ������� ���
	��
������� �����
	� ��� �� ������� �� 
�����
�� 	�� �
��� �
 ���	�
 ������� ����� �
���	��� ��� 
�� 	�� ������ 
� �	
�
 �� 
� ������!���� �
	� 	�� �����
�� ����
�� 	� �
�	��
�
	� ����
 ����� �� �������� ���	�� ��� 
��	��� � ����� �� 	�� ������ ��
�������
�
�
��� 	� "�����	
�� #$� 
�� 	�� 
������� ��������
	$

��� ������	�
� 
�	
����� ����	�� ���� �
�	����

��	
�	
����

�� ���� �����	� 
� 
��� �����
 ��� ������� ��	� �����	� ����� �� ����	
����� 
���
������ ���
� 	� ���	������� ����� ���� ��������
 �� �����	� ��� ��
 �
�������� �	�

���������� �������	��  � �	�� ��� �	��	
��� ��������	��


����
���� ��� ��� ���	����	
�� ���	�� ��� �� ��
		�� ��

fdf (t) = a+ b(t) !����"

����� a 
� ����
����� � ����	��	 ���� ��
�� b(t) 
� ����
����� �� � ���	
�����
�
���� 
��%����� ��������	� ��� 	�� ��		�� 
� ������� ����� ������� ���� 	��	
‖b(t)‖ ≤ αd ���� ‖ḃ(t)‖ ≤ αḋ ������� �
 ���	
��
	�� 
�� ��� t ≥ t0$

#�� ��������	� ����� �� !����" �	�
� �	� ������� 
����������� 
	����� 	� ����������
���� �� ���	
������ 
���$ J2 �%��� �����
 �� ������ ���� 
���������	� 	� ���
&����$ �	��� ��
����	� ��
 ����
��	
� ���������� �	���� 
���� ��� ��� �� ���� ��
����� 
����
���$ ��	
 ������� ��
 ���� �� �	�� ����� �	�������

������� ��	 &�	 "�����	
��� #$�� #$� ��� #$' ����$ ����� 	�� ����	
�� 	��(��!
	��
�� �
 	�� ���	�� !����" 
� ������!���� �
	� 	�� ���	��� ���

faf =mf p̈r +Ct(ω
l
i,l)ṗr +D(ω̇l

i,l,ω
l
i,l, rf )p+ nt(rl, rf )

−Kpp̃− kiζ − kaξ −Kds !����"

ζ̇ =p̃, !���'"

ξ̇ =ka ˙̃p, !���("

s =[sx, sy, sz]
� = ṗ− ṗr = ˙̃p+ γp̃, !����"

ṗr =ṗd − γp̃, !���)"

p̈r =p̈d − γ ˙̃p, !���*"

����� Kp = kp diag{ek1p̃
2
x , ek1p̃

2
y , ek1p̃

2
z} = K�

p ��� Kd = kd diag{ek2s
2
x , ek2s

2
y , ek2s

2
z} =

K�
d � 	��
�� ������	��� kp, ki, ka, kd ∈ R+� ��� γ := ki/k

2
a� ��

����� ��������

	� 	�� ��	 {(p̃, ˙̃p, ζ, ξ) ∈ R12 : ‖[p̃, ˙̃p]‖ ≤ δ}� ����� δ ��� �� ���� ���
	���
��
����� �� 
������
�� 	�� ���	������ ��
��� 
�� ��� 
�
	
�� ������ �� t → ∞$

������ ��� +����
�� ,����

������ ��� )� 
����	
�� !����" ��� γ = ki/k
2
a 
�	� !����" �� ��	�
� � ������!

	
���� 	��� �� 	�� 
��� −(Kdki/k
2
a + Kp)p̃ ��
�� ����� 	��	 	�� ������	
����

��
� �
�� 
������� �� 
������
�� 	�� ��
� 
�� 	�� 
�	����� �
 	�� ���
	
�� ������ ��
��
�������� �
	� 
��	 
�	����	
�� �
 	�� �����
	� �����$
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� ����� �� 
������ �������� ��	���� ����

	�� ������	��� ��������� �� 
	��	���� ��	�� ��� ����� 	
 ��	��� �� ���� �  �! �����
����	���
�� 
� ���	���	

 �� �����"��� ���� ���	 ������������ ������� �	�������� #�����
#�� ������������
 $��	� ��� ������ ��� �� ��������"�� �� ����	������ 
�����	�� �������
�� �� ������


�
� �

��
	�
��� ��� ������ �����	

� �
� �����	�� �
���	

 �
� ���
����	

 ��� ��
��������� �� �  !"� ��#�!"�� ������ $�

 �%�	��	�
��
 �� ��
� �&&'��

��� �����	
��� 
����
�

(
 ��	� ����	

 )� �����
� �	�����	

 ������� ����� 

 ��� �

��
� ��)� �����
���
	
 ��	� �������� "�� ��	
 �
��� 	� �
 ��
) ���� ��� �
��
)�� ���������� 	� ���� �

��
���

	*� )	�� 	�� ������� ��

+ )	�� ��
)	
+ ���� �� ��	�	*	
+ ���

�
�	�� +�	
�
	
����
��
� �
� ���� ��	� )� ��
 ������ �
��+� �

�����	

 )	��
�� ������	
+
��� �
�	�	

 �
� ���
�	�� ���
�� �
� ��������
��� ��
)	
+ ���� ��� ���	���� ��

�� ��������� �� 	
��
���	
+ I2 ���	

� ,� ��	�	*� �	�����	

 ���� �� �����
��� 	

-���	

 ��'�� 	� 
����)	�� 	� 

� �������

����� ����	
���
����� �� ��� 
���� ������

(
 ��	� ����	

 )� �����
� �)
 �	.���
� �	�����	

 ������� �
 ���	�� ��� �)
 ��
/
���

	*	
+ �

��
����� �����
��� 	
 -���	

  ��� 0�� 	
	�	�� �

�	�	

� �
� �
��
�	�����	

� )��� ��
��
 �� ql(t0) = [−0.3772, −0.4329, 0.6645, 0.4783]�� qf (t0) =
0.5[1, 1, 1, 1]�� ωl(t0) = [0.1, − 0.3, 0.2]� �
� ωf (t0) = [0.2, − 0.3, 0.1]��
0�� �

��
���� +�	
� �
� ��� 1��� �	�����	

 )��� ��
��
 �� ksp = 1� ksd = 2
�
� ��� ������ ����2� �
� �
��
)�� � � � �

��
������ �
� �
� ��� ���

� �	����/
�	

 )� ��
�� ksq = 1� ksω = 2 �
� Γs = I �
� ��� ������ ����3� �
� �
��
)��
� �3� �

��
������ 0�� ���	��� ���4���
�� ���� �
� �
�� �	�����	

� )�� ��
��
 ��
ω̇d(t) = 0.1[−10c20 cos(8c0t), 48c20 sin(16c0t), − 8c20 cos(4c0t)]� ωd(t0) = 0� �
�
qd(t0) = [1, 0�]�� )���� c0 = π/to �
� to ��

��� ��� 
��	��� ���	
��

(
 �	+���  �� �	�����	

 ������� ��� �����
��� )���� ��� 5!# ����� �

��
� ��)�
�
� ��� ������ �
� �
��
)�� ���������� )��� ����	�� )	��
�� ����� �	������
��� �
�
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 ������� )� 	
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�
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 ��'��� �
� �� 	� ��
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 ��
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�
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� ����
������ ������
���� ������ ��� ������ ����
�� �������������

Jq Jp
� ����
��!��" #���� ���$$

����%��" ����&# ��##'

����� ���	 
����� 
� ����
������ ������
���� ������ ��� ������ ��������" ������(
������ 
� ������ �����������

Jq Jp
� ����
��!��" ���� �� '�'&� �����

����%��" ���� �� &��#� ���'�

� ����
��!��" �� 
����� '�&�� ����&�

����%��" �� 
����� #�''# �'�&�

)
� �� �
����� ��� ��������� �
���
� ���� ���� � �
�� ���*� ����
��� �����
��
 ���������� ��� ����%��" � �
��
� ��������� ����" ��� ���� �
���
� ��� �
 ��
�
���� � ����
��!���
� �
�� �
� ���������� �
��
�� +
� ��%� 
� �
������
� �������
��� ��
 �
���
� ������"��� �� ��� ����
������ ������
���� ��,��� ��

Jq,sy/tr =

∫ tf

t0

ε̃�sy/trε̃sy/trdt ������

Jp,sy/tr =

∫ tf

t0

τ�
sy/trτ sy/trdt ������

����� ��� ���������� sy ��� tr ����� ������ � ����
��!���
� ���� �
��
��� �����!�
��� �
���
� ��� ��������� �� �����
� ��� ��� �����!�� �� ��� ���*�
�� ���������
��������
�� 
� ����%��" ���� �
��
��� ���� ��� ���� �
���
� ��� �� ��� ������� �
�
��� �
��
��� ����������- ��������*�� � ��� ���������� ε̃sy ��� ε̃tr ��� �
��� � 
���� ��" q̃sy/tr = q̄l ⊗ qsy/tr�

����� ��� ��
� ��� ����
������ ������
���� �
� �� ����������� ��� �
�������
� ���� ����� ��� � ����
��!��" ��� ����%��" �
���
����� ��� �
������ ��
�� ����
�� �
� �
���
� ��� ������ ���������� �� � ��� �
��� �� ��� 
��"���� .��� ��� �� ����
�� ���� ��� � ����
��!��" �
���
���� �� ���� �
 �����*� ��� 
�/����*� ���� � �������
����"��� �������� ���
� ���� � ���"��� �������� �� �
��� �
�������
�- ����� ��%��
����� ������� 
� ��� ����� � ����
��!��" ����� �� ��� �
���
� ���- �
������ ����
����" ��
 ������� ����%��" �
���
������

)
� �� ��� ������������ �
 ��� ������ ���������� �� τ lb
ld= [0.02 sin(0.005t)-

−0.04cos(0.005t)- 0.02 sin(0.01t)]�- ��� ��
� +�"��� ��� ��� ��� ����
������ ����(
��
���� �� ����� ��� �� ��� �� ���� ���� ��� ����%��" �
��
��� �� �
� ���� �
 � ����
��!�
���� ��� ������ ������� 
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������� �� ������ ��� �� ��� ������������	 �����
�� ���"
������� ��������� �� #������ �
$
� ��� ��� ������������� ���������� ��������� �� #��"
���� �
$
%
 ��� ������� ���������� ���� ������ �� qi,lb(t0) = 0.5[1, 1, 1, 1]�&

qi,fb(t0) = [−0.866, 0.5, 0, 0]�& ωlb
i,lb(t0) = [0.8, − 0.2, 0.05]� ��� ω

fb
i,fb(t0) =

[0.8, − 0.2, 1]�
 ��� ������� ���'������ ��� ������ �� ω̇i
i,ld(t) = ω̇i

lb,fd(t) =

0.1[−10c20 cos(8c0t), 48c
2
0 sin(16c0t), − 8c20 cos(4c0t)]& ���� ωi

i,ld(t0) = ωi
lb,fd(t0) =

0& ��� qi,ld(t0) = qlb,fd(t0) = [1, 0�]�& ����� c0 = π/to ��� to ������� ��� �� ����
������
 ��� �������� �������� ��� �������� ������� ���������� �� p(t0) = [0, −100, 0]�

���� ������� ���
�� �� ���������� �� pd = [0, − 1000, 500]�
 �� 	���� �� 
���
ksq = 1& ksω = 2 ��� γs = 1 ��� ������� �� �������� �������� 
���	 ������� ���� �(
�)�
��� ��
�$� ��� ������ ��� ��������& ������������& ��� Kp = 0.1I ��� Kd = 2I ���
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������ ����� ��� ����� ��������	
�� rln = rl+0.01B3# pn = p+0.01B3# vln = vl+5×10−3B3# ṗn = ṗ+5×10−3B3
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�� �
$ ���
�� ���  � ���� ���� ��� ��	� ������� ��	
��� ���������� �� ��� ������ ��� ��������
���������� �����%�� ��������	 ���  ��� �����������
 &��� �� ���� �� ���� �� �����
���
������� �� ���� ����� �� �� ����������  ������ hl ��� hf # ���� ��# �� ��� ������
������� �� � �����'�� ��
��� ��
� �����# ��� �������� ��� �����
� ��� ��� ������ ��
��� ��������  ���
�� ��� ��
��� ��
� ������ ��� ���� ��������� �������������� ���
��� ����������
 &��� ���� ���  � ���� �� ����  ���
�� �� ��� �����(���� ��'��� ��
��� )
�� ���� �$
!*� ��� ��� ������ ��� ��
!$� ��� ��� ��������# ��� ��������	 ���
����
���� �� η̃s ��� �� ��� +�������+ ���� �� ��� ���������� ������
 ���� �� ������� ���� ��
��� ������� ���� �� ��� ��	�� ���� ���� ����� η̃f ��� � �
� −0.6 ���� hf ��������
���� −1 �� +1
 ���� ��� ����� ��  ���
�� ����� ���� ����� ��	� ��	
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faf =mf p̈r +Ct(ω
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i,l)ṗr +D(ω̇l

i,l,ω
l
i,l, rf )p+ nt(rl, rf )

− kpe
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� ��
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��
�	� �
�� �
���#$ �"� ������ ������
���� �
� �� ������� '��"���
�����
���� �"� ���
���� ���� �� �"� ������ ���

��� �� ���%&��

)		 
������
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���� 
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	 ���������� 
� p(t0) = [20, − 80, 0]�$ ṗ(t0) = 0$ pd =
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� '� ���
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' ���+%� '��" 

������� '"��� �"� ������
	 
����� �� �������$ ���� ka = ki = 0� *���	
���� ����	��
��� 
 ��
��	
����
	 �
������ �� ��
����� �� ������ ��� 
�� 
������
��� ��������
	�

���



�� �������	
��
��� 
�����
������
�

����� ���	 
����� 
� ����
������ ������
���� �
� ���������
��� ���������

Jpos Jvel Jpow
�
���
���� ������ 3.43× 105 133 5803
�
���
���� ������� ka = ki = 0 2.40× 105 159 5551

����� ���	 ������� ����� 
� ����
������ ������
���� �
� ����� �
�! 
��� 10, 000
��������
���

Jpos Jvel Jpow
�
���
���� ������ 1.29× 106 1.13× 103 3.76× 104

�
���
���� ���"#� 2.01× 106 884 2.67× 104

�
���
���� ����"� 1.25× 106 1.37× 103 5.48× 104

��������� �� ����� ���� $%��% �
�% �%
$ �%�� ����
������ �������� ����
� ����� �
 �
��
$�� �!���� ����
���� $%��� �

&��� �� '����� ��( �� ��� �� ���� �%�� �%� ��������

� �%� �%!����� ����� ����
� �� �������� )�� 
� �%� ����
�� �%�� �%� ������ �

&� ��&�
�%��� ���%� �� ������� �%� ���
��%���� ������! �� ������� ���
 ����
�� ���� �*���+�
"#(,�� $%��� �� �� �
������ $��%�� ���% ����
�� �%��� ����� �%� ���������� �� �
��
$���
�� �������� 
���� �%� ����������� $��� $��! �� ����� $%�� �%� 
���� �������� �
���
���$��� �$
 ����
��� �� ������
� �
 �%� �����
���� �������
�� ������ �! �%� J2 �-����
�%� ����� ��������� ���
��%���� ������! �
��� �� �
���� ��-������! �! ����
������ �
�
�����
�� ������
� 
� �%� ������! ����� �������� �� �������� 
� ������
���� ���$���
�%� ������� 
� ���% ����%�
���� ����
���

.� ����� ��� $� ������� ��������
� ������� ��
� 10, 000 ��������
�� �
� ������� 
��
��� ��������� $��%
�� ������������ ��� �
��� ����� �
���
���� ����� kp = 0.1�
kd = 10 ��� γ = 0.001 �
� ���"#�� ��� ��������� k1 = 1×10−4 ��� k2 = 1×10−2 �
�
����"�� ��� ����%���
�� ��������� ki = ka = 0 �
� ������� $��% ����
� ������� ������
�
� �%� ������� �������� �
����
� ��� ���
���!� $��% �������� �������
� 
� /0 ��� /�
�����������!� �%�� $�� �
�� �
 �%
$ �$
 ��-����� ��
�������1 2��� $� ��� �%�� �%�
�3�
������� ����� ��&�� �%� �!���� $
�& ������� �%
��% �
������� �
�� �����!
$��%
�� ���������� ����������! �
 ����������� �
��� �
������ �
 ����� ������ �����1
��� ����%���
��� $� ��� �%�� �! ����� ���� �������� $%��� ���% �3�� �� $���%��� ��� 
�������!� $� 
������� � �������� �������� �� Jpos $%��� �%� �
$�� �
�������
� Jpow
$�� ������� �! 
��� �0 ������� $��%
�� ���������� �%� ����������! �
 �����������
�
���1 4��� 5����
� ��/�
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� ���������	 �����	��� 	� �� �� ��	������� �� ��������� �
� 	���� �� ���������
������	��� �� 	� 
��� 	
� ���������	 	
�������� ������	� 	
��� ������ ���������� 	�
������ 	
� ������� ����������	� �� �����	���� �� 	
�� �
��	�� �� ������	 	�� �������	
����	���� �� 
�� 	� ������	� ��	�	����� ���������� ��� ��	
 	
� ������ ��� ��������
���������	� �� 	
� ���	 ��
��� ������	�� �� ���	���  �! �� ������ 	
�	 	
� ������
���������	 �� ����	��� �	� ���	�����	 	������ 	
� ���	�� �� 	
� "��	
 #����� ����	���
������$% �
��� �� 	
� ������ ��
��� ������	�� �� ���	���  �& �� ������ 	
�	 	
�
������ �� �������� � 	����	 #	����	 ����	��� ������$� �� ��	
 �����% ���������� ���
������	�� ���
 	
�	 	
� ������ ��� �������� ��� ���� 	� 	���
 	
� ������ 	����	
����	 �� 	
� "��	
 ������� �
��
 ����� �� ��	
�� ����	��	 �� 	��� ���'��� �
��
 ��
������� 	
����
 ������	���� �� ���	���  �(� �
� �����	� ������	�� �� 	
�� �
��	��
��� ����� �� #��
�������
 �� ���% &))*�% &)!)�+ ��
�������
 ��� ,��
������% &)!!$�

��� ����� 	
�����
 ������

�
� 	����	 ��������� ����� F t ��	
 ���	 ���	��� [xt, yt, zt]% �� �����	�� �� ������
 �!% �� ����	�� �	 	
� "��	
 ������� �������� �' 	
� ���	�� rerl/‖rl‖ ����	��� 	� F i%
�
��� re �� 	
� "��	
 ������� �	 �� ������� � ������	 ��
������ "��	
+ ��	����	����'
� ����	��� re(λ, φ) �� 	
� "��	
 ������ ��' �� ���� ��	
 �����	��� ��� ��	�	��� ��
�������	�� -��	 ���	��� �� 	
� 	����	 ��������� ����� ����� ��	
 	
� ����� ���	��� ��
	
� ������ ����	 ��������� ����� F l� . ���	�� ����	��� ���� 	
� �������� ���������	
	������ 	
� 	����	 �� ���	 ������� �� 	����	 ��� �������� ����	 ������ ��

lt = −�(rl)er −Rt
lp, lf = −�(rl)R

f
t e

t
r −R

f
l p, # �!$

������	����'% �
��� �(rl) = ‖rl‖− re �� 	
� ����	 
���
	� . ������� ��������� �����
Fd% �� �����	�� �� ������  �!% �� ����	�� �	 	
� ���	�� �� ���� �� 	
� ��������
���������	% ��� ������ �� zd = lf/‖lf‖% yd = S(zd)p/‖S(zd)p‖ ��� xd = S(yd)zd�

���
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�
 ������ �� ��
�� 
��
 
�� ���
��� p ��� lt ��� ��
 ����������� �������������� ���
�� ���� ���
������ ���� p = [c, 0, 0]�� c ∈ R� 
�� ���
��� ��� ��������� ����� ����
���� � ���� ���
�� �� 
�� ������ ��������� ������ ���� 
��� ����� �
 ����� 
��
 
��

�� ���������
 ��� ����� ����� 
�� rl ���
�� ��� ��� �� 
�� ���������
 �� ���� ��� 
��
���� �� ���� ��� 
�� �
���� !� � ����
��� ��� 
��� ���
���� 
�� ������
�� ��
�
�����
��������� �� ��
 
� ����� ����
����

����� �����	
 ���
���� 
���
����

"�� ������� ������
� �� 
�� ������� ����� ����
��� 
�� 
����
 ����� �� �#������� ��

�� ������� ��������� ����� �� ωd

t,d = [ωdx, ωdy, ωdz]
�� "�� ������
��� �� 
�� 
����


����
��� ���
�� �� 
�� �������� ����
 ����� ��� �� �#������� �� 
�� ������� ����� ��
$"���
��� �� ���� %&&	'

l̇d = (l̇f · xd)xd + (l̇f · yd)yd + (l̇f · zd)zd. $��%'

!�
����
����� 
�� ���
�� ��� �� �#������� ��

l̇f =
ddl

dt
+ S(ωd

f,d)l, $��('

����� ddl/dt �� 
�� ������
��� 
� �� �� 
�� ������� ��������� ������ ��� l = ‖lt‖zd�
)� ��������� $��%' ��� $��(' �� ��
��� 
�� �#��������

ωd
f,d =

[
−l̇f · yd

‖lf‖ ,
l̇f · xd

‖lf‖ , 0

]�
. $��*'

�
 ������ �� ��
�� 
��
 
�� ������� ������� ������
� ����
 
�� zd+�#�� �� ��
 
�
���� 
� ������ 
��
 
�� ���
�����
 �� ��
 ��
�
��� ����� ���������� ����������
�

���
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� ���
�
�� ���� � ����
� �� �
�	����� ��� ��
���
��� �� ����� ��

l̇f =−�(rl)S(ω
f
t,f )R

f
t er−R

f
t (�̇(rl,vl)er+�(rl)ėr)−S(ωf

f,l)R
f
l p−R

f
l ṗ. �����

����� Ff ��� F l �
� �	������ 
�� 
�	�
��� ��	���
� ω
f
l,f = 0 ��� R

f
l = I� ��� ����

�� �	�� 

�� ��
 F t ��� F l ����� ����� 
��
 Rl
t = I ��� ω

f
t,f = ω

f
t,i +ω

f
i,l +ω

f
l,f =

−ω
f
i,t+ω

f
i,l+ω

f
l,f = 0� ����� ωf

i,t = ω
f
i,l� �� ��
� 
���
���� �
���� �
� 	���
�� �	���


�� ���� ���
�
 rl 
�
�
��� ����
 F i ��
� � ��	 ����	�
 ��	���
�� !���		�� ėr = 0
����� � ������ �� 
�� 
����	 ���
�
 ��		 ���� �� �����
 �� 
�� ����	�
 ��	���
�
��
���� 
�� 
�
��
 ��� ��		���
 �
��
 �
����� " ��
��� ����� �� 
��� 
��
�

�� ��

l̇f = −�̇(rl,vl)er − ṗ. ���#�

����� ����	
� 
��
	
�
���� �
�
�
��


��� ����	�
 ����	�
�
��� 
���
���� ω̇d
t,d = [ω̇dx, ω̇dy, ω̇dz]

� �� ��
����� �� ��$�
��%

��
��� 
�� ����	�
 ��	���
� 
���
���� ���&� 	������ 
�

ω̇d
f,d =

⎡⎢⎣ − l̈f ·yd+2ωdx‖l
f‖

‖lf‖
+ ωdyωdz

l̈f ·xd−2ωdy‖l
f‖

‖lf‖
− ωdxωdz

0

⎤⎥⎦ . �����

����� 
�� ����	�
 ��	���
� ����
 
�� �%�'�� �� ��
 
� ��
� �� ���&�� 
�� 	��
 
�
�� ��
ω̇dx ��� ω̇dy �
� ��
�� ��� ��
���
��� �� ���#� ��

l̈f = −�̈(rl,vl, al)er − �̇(rl,vl)ėr − p̈ = −�̈(rl,vl, al)er − p̈. ���(�

��� �����	 
��
	�
� ������

)� 
��� ������ ��
 ��*��
��� ��
 
�� ������
��
 ��
��
��� �� 
� ���� ���� ������
��
�
���	����� 
�� 	����
� 

��+��� � ,'�� ����
 	���
�� �
 
�� ��
���� �� ���� 
�� "�

�
�� ���������� � 

��+��� ��
��
��� �� 
�� ��	��
�� ����
��� �'�� ���
� � �����
����

���

����
 �� ����
�� ���� �� � ����
� �
 ��
����� ��� 
�
��
 �� ������ �� 
��
������
��
 ���
�
�
 �� � ����� ��
 �� ���
����
�� ���� �� 	����
��� (λ) ��� 	�
�
���
(φ)� ��� ���
�
 ����
��� �
�� 
�� ���
�
 �� "�

� 
� 
�� 
�
��
 �� �� "�

� -��
�
��
"�

� !�'�� �"-"!� �
��� �� ��
����� �� ���	����

r
ef
t = re

⎡⎣ cos(φ) cos(λ)
cos(φ) sin(λ)

sin(φ)

⎤⎦ , ���.�

���
� re = 6378.137× 103 m �� 
�� "�

� 
������ )
 �� ������� � ��
���
 ����
���	
"�

�/ �	
�
��
���	� � ����
��� �� 
�� "�

� 
���� ��� �� ���� �� re(λ, φ) ��
�
	����
��� ��� 	�
�
��� �� �
�����
�� 0� 
�
�
� 
�� 
�
��
 ���
�
 
� "-) ���
����
��
�� �
�	�����

rt = Ri
efr

ef
t , ����1�

���
� Ri
ef ��� �� ����� �� �2�2���

���
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����� �����	 	�
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�������
� �� 
���� �� 	������ � ������ �������� ������ �� ��������
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 �


lld = rt − rl, ������

����� �
 �
�	 �� ���
����� � ���	�� 	�
���	 
���� �����	 F ld �


xld = − lld

‖lld‖ , yld =
S(xld)(−hl)

‖S(xld)(−hl)‖ and zld = S(xld)yld, ������

��	 ���
 �� ��� ������ � 	�
���	 ���������� ������ �� ����

������ ��� ���
������	
�������� ������ ��	 ������� ���������� �
 
������� �� ��
��� � 
����� ������ ����
�����  � 	�!����������� ������ ����� �� ������

l̇ld = ṙt − ṙi ����"�

l̈ld = r̈t − r̈i, ����#�

�����

ṙt = S(ωi
i,ef )R

i
efr

ef
t ����$�

r̈t = S2(ωi
i,ef )R

i
efr

ef
t , ����%�

��	 ωi
i,e = [0, 0, ωe]

� ����� �
 ���
���� ����� ���� r
ef
t � &����	��� �� '���(

��)�*� ��� ��������
��� ������� ��� 	�
���	 ������� �������� ��	 ��� �������(�	
������ ������ �


�̇ld = S(ωi
i,ld)�ld, ������

�����
�ld = [�ldx, �ldy, �ldz]

� = lld/‖lld‖. ����*�

+�� 
�� �
 ��������
 �� ������ ��� �������� 	����	���, ���
 ��� 	�
���	 �������
�������� �
 ��� �������� 
������	� -� ��������� 
��� ������ �
 ������� �


�̇ldx = −ωlzd�ldy + ωlyd�ldz ����)��

�̇ldy = ωlzd�ldx − ωlxd�ldz ����)��

�̇ldz = −ωlyd�ldx + ωlxd�ldy, ����)��

����� ωi
i,ld = [ωldx, ωldy, ωldz]

�� +��
 ���������� ������� ��
 
����	 �� .��� ��

��� ��///� �� �		��� � ��
� ���
������ �� ������(� ��� �������	� �
 ωi
i,ld 
��� �


J =
1

2
kωi,�

i,ldω
i
i,ld, ����/�

����� k �
 � ��
����� 
������ '� ���� 	���� � 0���������� 
������� ��
�	 �� ����)��
��	 ����)�� ���	��� ��

H =
1

2
kωi,�

i,ldω
i
i,ld + λ1(�̇ldy − ωldz�ldx + ωldxlldz) + λ2(�̇ldz + ωldy�ldx − ωldx�ldy),

������

���



���� �����	 
��
	�
� ������

����� λ1, λ2 ��� ���	
��
 ����
�
 	�����	� �� �
�����

�

�� ������ �

� ��	���
 
�
ωi

i,ld ��� 	�


�� 
�� ��	��
 
� ����� �� ��
�
�

kωldx + λ1�ldz − λ2�ldy = 0 �������

kωldy + λ2�ldx = 0 �������

kωldz − λ1�ldx = 0. �������

�� 
�	��

�� ������� ��� ������� 
�
� ������� �� ��
�
� 
�� ����

��

ωi
i,ld · �ld = 0, ������

��
�� 
���
�	 
��
 
�� ��	
��� �������  ����

� �
�� �� ��
������� 
� 
�� ��	
���

���!
�� �
���

��� �� 	�� 
�� ������ ��� ������ "�� 
�� �������  ����

�� �� ��
�
�

ωi
i,ld = S(�ld)�̇ld, ����#�

��
�� 
	 � 	���

�� ��	��

�� 
� �� ��
�

�� ����
 
�� ��	
��� ��
�

�� �
���

��
���
�� 
���!
�� ����� ��	� �� 
�	��

�� ����$� ��� 

	 �
�����

�
�� 
�
� ����#�� 


��� �� 	���� 
��


ωi
i,ld =

S(lld)l̇ld
‖lld‖2 , ����%�

��� ��
�
� 
�� ��	
��� ������� ��������

�� �� �
�����

�
� ����%�� ��
�� ����	 
�

�� �&���		
��

ω̇i
i,ld =

S(lld)̈lld‖lld‖2 − 2l�ldS(lld)l̇ld
‖lld‖2 . ����'�

(
��� 
�� ������ ���� "���� 
	 �

�
��� 
� 
�� �����
� �)��

��	 ���$��� �� 	
����
��
�
� ����%� ��� ����'�� ��
�
�
��

ωlb
i,ld =Rlb

i ω
i
i,ld ������

ω̇lb
i,ld = − S(ωlb

i,lb)R
lb
i ω

i
i,ld +Rlb

i ω̇
i
i,ld. ����$�

����� �������	 	�
�	����

*�� ��������� 
� ������
� � "������� ��"������ 
	 	
�
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�� ��� ���	��
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�
(��

�� ������ +� 	
��
 �� ��,�
�� � 
����
 ��
�

��  ��
�� 
� 
�� 
���

�� "���� �	

lfd = rt − rl −Ri
lop, ����-�

��
�� 
	 �	�� 
� ���	
���
 � "������� ��	
��� ��"������ "���� ������ Ffd �	

xfd = − lfd

‖lfd‖ , yfd =
S(xfd)(−hl)

‖S(xfd)(−hl)‖ and zfd = S(xfd)yfd. ����.�

+� ��� ��� ���	
���
 � ��
�

�� ��
�
& ��
���� Ffd ��� F i� ��� �����	� 
�� ���/
�

 � ��
�

�� 
	 ��
���� Ffb ��� F lb �� ����� �����	

� ��
�

��� 
��	 ��
�
�
��

Rlb
fd = Rlb

i R
i
fd, ������

���
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��� ��������	 �
� �������� 	����
 ������ �� �
� ������� ���������� ���� ������
������ �� �������������� ������ ��� �� �� �!����

l̇fd = ṙt − ṙl − S(ωi
i,lo)R

i
lop−Ri

loṗ ������

l̈fd = r̈t − r̈l − (S(ω̇i
i,lo) + S2(ωi

i,lo))R
i
lop− 2S(ωi

i,lo)R
i
loṗ−Ri

lop̈. ������

"
� ��	� �#��	�$����� �� 
����� �� #�������� �� �� ���� �����  �� �
�� !� �##%����
%������ ��

ωi
i,fd =

S(lfd)l̇fd
‖lfd‖2 ����&�

ω̇i
i,fd =

S(lfd)̈lfd‖lfd‖2 − 2l�fdS(lfd)l̇fd

‖lfd‖2 , ����'�

��� �
� ������� ����%�� �������� ��� �  �%������� (� ����  �� !� ��������	�� � )
 ������ �� �
� ��%���(� ����	� � �� ���*��� ����%���� ��

ω
fb
lb,fd = R

fb
i ωi

i,fd −R
fb
lb ω

lb
i,lb , ����+�

ω̇
fb
lb,fd = −S(ωfb

i,fb)R
fb
i ωi

i,fd +R
fb
i ω̇i

i,fd + S(ωfb
lb,fb)R

fb
lb ω

lb
i,lb −R

fb
lb ω̇

lb
i,lb. ������

��� �����	
��� 
����
�

,� �
�� �� ���� �� #������ ��	�%����� ����%�� !���� �� �
� ������� � ����������
� 
�	�� #�������� �� �
��  
�#���� -�� 	��� �� �� �� �� �
�� �
�� �
� #��������
� 
�	�� ��� ���������� �	���
 ���  ���� � ������� �� �
� 
 �
� ��%%����� ��� �!%� ��
��� . !� ���%�$��� �����%������% ��� ���������% ��� 
����$���  �����% %��� #��������
�� �� ���� +��� /� ���%�$� ��	�%����� ���� �� #�������� �� �� ���� ��*�� �� ��
������
�� ��� �������

����� ����	 
���
��� �����	

,� �
�� �� ���� �� #������ ��	�%����� ����%�� �
��� �
� %����� ���  �		����� ��
!� ����� #������� �
�%� �
� ��%%���� �#� � ���� ���� ��� .��� �
� ��	� #���� �� �
�
0���
 ����� � ������ � �����%������% 	����(��� !���� �� �
� ������� � ����������
� 
�	� #�������� �� �� ���� ���� 1�� �
� %����� �#� � ���� ��  
��� �  �� �%�� 0���

��!�� ���
 �� �%������ �� 600 km� ���
 �� �� %������� �� 79◦� ��� �
� 	�
�	�	
�(��%�!%� ��� � ��� ������ ��� %�	���� �� 0.2 N ��� 0.05 Nm ���#� ��(�%�� �
�%� ���
 �����% �� ���%�$�� � �2�3-1 432  �����%%��

uf = Mf ẋd2 +C(ν̇,ω)xd2 +D(ν̇, ν̈, rf )x1 + n(ω, rf , rl)−wf −KpΛ
�
e e1 −Kde2,

���
 ����� Kp = diag{0.003I, I} ��� Kd = 2diag{I, I}� �
� 
  �� !� #��(�� ��
%��� �� ������	 ���	#���� ���!�%��� �� �
� ����%�!���	 #���� �� �
�  %����)%��#
�����	5 ���� �6����������� �77*� ��� �����%� �� �
�  �����%%�� ��� ���!�%��� ���%�����
"
� ������% ��%���(� #������� ��� �������� ��� �
� ��%%���� �#� � ���� ����  
���� ��
��������%% �� p(t0) = [200, 100, − 300]�� ��� q(t0) = [1, 0�]�� �
�%� �
� �������
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	������� ��������  �� �!���� �� ����
����� �� pd = [−200, 1000, −300]� ��
 
���	�

�����

� ��
 	��������� ������ ����	
��� ��  !��  �� �	������
 �� "������ ��#� �!�
���
������  �� ��	$�	��
  ��!�
� ��	�
	%������ �� %����	 ���
��	��� ��� �
	�����
���� ���� �!�� �!� ����	���
 	�$�	����� �	� �	������
  ��! 	������ �� �!� ���
�	
�	%�� $	����

���
	� ��� �!� � �!� ����	���
 	�$�	����� $�	 	������� �����

�� ���
��	 �����&
��� ��
 ���
��	 ������	�����  !��! �	� �	������� �� �!� '	�� 3000 s %���
�� �$ �!�
�	����������� ������ �$ �!� $���� �	 ������	�$� ��
� %���
�� �$ �!� ��	�
��	 �	%���
�!� 	�$�	���� �� ��������  !�� �!� �	����������� ����
��	 �� ��������
 %���
�� �!�
	��	���������� �� 	������� �� �!� �	%�� $	���� (� ���
	� ��) �!� 	������� �������� ��
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������	 �

�
� �
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����	�� �#�$��� 	#� 	
�����	����� ��	��� �

��� 	#� 
����%�&


�	���� �#� '�		�����	 "��	 ��"��	� 	#� ��	
�	�
 ��
�� �

��� 	$� ������
	���
�
'�	� ��� �� ��� '� ����! �� �
�	� ��	��� �

��� ��� "�
	� �� 	#� ���
��	���! $#��#
�� '���
�� 	#� �����$�
 �"����
��	 �� ��������� 	� (��" � %)�� 
���	��� "���	��� 	�
	#� �����
 �"����
��	 	#
� �#��������� 	#� ��	

�� �
'�	�� ��	���� �#� 
���	��� �		�&
	
�� ��� ���
��
 ������	 �� ��"��	�� �� ���

� ��� $#��# �#�$� 	#�	 	#� ���	
����

�� �'�� 	� 	
��( 	#� ����
�	�� 
���
����� *��	� ! ���

� ��+ �#�$� '�	# ��	�	
�� ���
�����	
�� �� 	#� ��
	# �

���� �� $#�
� 	#� �����$�
 ��� �����
 �"����
��	 �
� "���	&
��� 	#��
 ���	

���	�� �#� �����$�
 �"����
��	 �� ��	 "���	��� �	 	#� ��
	# �

����
�

��� 	#� %
�	 ���#	 �������! ��� ��	�
 	#�� �	 ��� '� ���� 	#�	 '�	# ����

���
"���	� ��������� ���� �� 	#� �����$�
 �� "�
��
���� � 	
�����	����� ����
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��	����	�
 ���� 
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� �
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�� �	�
� ����	�� �	��� 
� 
�� ����
������ �����	
�
� ������ ������
�� �� "��
�
� ��#� �
� 
��� �����	
�
� �� �
��
��$�� 	� ������	
�
� 
� 79◦% 	�� 
�� 
�	�!��� �
��
 �	� �
�	
�� 	
 
�� �	�
� ����
�	�� 	
 $��
 ������� �	
�
��� �φ� 	�� �
���
��� �λ�% 	�� �

� ��	����	�
 �
�
���
��� 
�	�!��� 
�� �
��
 ���� �� �
 �	� 
�
���� 
�� &��� 
� ����� ��� ���
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 p(t0) = [0, − 100, 0]�% ṗ(t0) = p̈(t0) = 0% ql(t0) = qf (t0) =
[0.9437, 0.1277, 0.1449, − 0.2685]�% ωlb

i,lb(t0) = [1.745 − 3.491 0.873]�× 10−3 	��

ω
fb
i,fb(t0) = [0, 0, 0]�� ��� ������� �
���
�
�� �
� ���	
��� 
�	���	
�
� ���� ��
 



pd = [0, − 1000, 500]� m% ṗd = p̈d = 0% ����� 
�� ������� �	���� �
� ���	
��� �

	�

�
� ���� �	����	
�� �	��� 
� 
�� �����
� ������
�� �� "��
�
� ��#� '� �
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�� �� "��
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� (�) �
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 Kp = Kd = 0.5I �
� �
�
�
� 
� ���	
��� 
�	���	
�
�% 	�� klq = kfq = 5%
klω = kfω = 10 	�� γl = γf = 1 �
� �
�
�
� 
� ���	
��� �
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*
��� �	� 	���� 

 
�� ��	����� ���

�� ���� 
�	
 rln = rl + 0.01B3% pn =
p+0.01B3% vln = vl+5×10−3B3% ṗn = ṗ+5×10−3B3� ��� ��	����� �
	
�� qln 	��
qn �	
��&�� qln ∈ (ql+[0, (0.001B3)�]�)∩S3,� 	�� qn ∈ (q+[0, (0.001B3)�]�)∩S3%

������ �� ����� �� �	� 
����� εl ��� ��� �����	�
�� 
� ��	
��
��� ��	���� ηl�
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��� ωln = ωlb
i,lb+2× 10−3B3 ��� ωn = ω+2× 10−3B3
 ��� ���
������ ���� �� ���

�� ��� ������� ������ (5896 s) �� ���� ��� ����������� �� ��� ��������� 	���������
������
 !��� ���� ��� 	�������� ���������� ��� ��������� ���� ������� �� ��� ��������
�����


��	
�� �
� ����� ��� �������� ��������� �������� ��� ������� ����� �
���	 ����
�������	 ��� ������� "�����	 �����
 #� ��� �� ���� ��� �������� �� ��� ��������
���������� ������	�� �� ��� ������� �������� ��� "��� ������ � ��� �����������
�
���	 ��� ������� ������
 ��	
�� �
� ����� ��� �������� �����
��� ��	
��� ��������
��� ������� ���$
� �
���	 �������	 ��� ������� "�����	 ������ ��� ���
��� ������� ��
��� �������� ����������� ��� �� �������� ��� �������� �������� �� ���� ��
�� ��� ������
��� ������	��	 ������� ��� �$
������
� ����� ��� "��� ����� �
���	 ��� ��������	
�����
 ��� ����� ������� ����� �� ��	
�� �
% ����� ��� ������� �����
��� ��	
���
�������� ��� ��	
��� ������������ ��� ��� �������� ���������� �
���	 ��� �����
 &���
��� �� ���� �� ���� ����� �� �� �������� ���
� ��� x'�(�� �
���	 ��� ������� ������
����� �� �(������ ����
�� �� ��� ���
������ �� �� �������� ����	 ��� �������	 �(��

)� ���
�� ���� �� ��������� ���� ��� ������� ��	
��� �������� ��� ������������ ��
������� �
���	 ��� ������ ���� �������� �� ���  ���
 ���� �� ����
�� ��� *���� ��
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�������	� ��
� ��� �������� ������� ��� �������� � ��� ���	�� �� ���	��� ��
���	 ����
!
��
����� � ��� ����������
 "��� ���� ���� η̃fd �� ��	����� � ��� ��� �����
����
����� �� ����
�� ��� �������� �� 	�������� ���� ������� �� ��� ��������  ����� ��
�
������	 ����� �� � 2π ��������
 ��� ���������� ���� �� ��	
�� �
# ����� ��� ε̃d
���������� � ��� ��$������ �� ������� �����
�� ������� ��� ������ ���  ��������
������ �� q̃d = ηldεfd − ηfdεld − S(εfd)εld
 %��� �� ��� �� ���� ���� ���  �������
�������� � ��� �����	 ����  ��� ��� ������ �������� � �
���	 ��� ���� 500 �������
����
�� � ��� ���������	 ������� �������� �����
�� �
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������ �� �	��
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�� � ����
	� ���
� �� ���� ���
 ��� ������� �� ����� ����	
������ !�� ����
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 ����� �" 
#�
����� �
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� ���
� ��� ������� ��� n ������
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���� �� ���
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 ��� ����
	� ��
���
� �� �� �
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��������
� �"������� �������
��� ��� �����
�����
 �� ����
�����	 �� 	�
�
��
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����� $ * ��� �������
� ��
�
����� $ + ����
�� ���
������� ,�
 �
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��� 	�
�
��
� �� ���� ���	�
� ��
 ���
� ��
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��� �� ���� &--$�� &-%%�� 
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#	��� ��
 ������������� ���
���� 	�
�
��
� �� �
����� & + ( ���
�
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 ������
��� ��� ������� ��� ������� �
����
 ������� �� �
���	�
 ������
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��
� �� �
����� . ( & 

����� �����	
� �� 
���	��� ���������

/
 ����� �" 
#	������ ��
 ���
� 	�
�
��
� �� �
����� & + ( ��� � ��������� ����
������� �� �
���	�
 ������
� �	��
����� �� ��
 ���������� �
 ������
� � ���������
���������� �� ��
 �
��
� ��� n ������
�� ��� �
���
 ��
 �"������ ��� 
��� ������
�
ι ∈ {1, . . . , n} ��

mf,ιp̈ι +Ct,ι(ω
l
i,l)ṗι +Dt,ι(ω̇

l
i,l,ω

l
i,l, rf,ι)pι + nt,ι(rl, rf,ι) = Fa,ι + Fd,ι, �$ %�

���



�� �������	
��
��� 	
�
���
� ���
�	�������
� ���� �
�����
�

��
������

�����

Ct,ι(ω
l
i,l) =2mf,ιS(ω

l
i,l) ����	

Dt,ι(ω̇
l
i,l,ω

l
i,l, rf,ι) =mf,ι[S

2(ωl
i,l) + S(ω̇l

i,l) + Iμ/r3f,ι] ���
	

nt,ι(rl, rf,ι) =μmf,ιR
l
i[1/r

3
f,ι − 1/r3l ]rl. ����	

��� 
�������� ������������ ���
� Fd,ι ��� ��� 
�������� �������� 
������ ���
� Fa,ι

��� ��������� ��

Fd,ι = Rl
i(fdf,ι − fdlmf,ι/ml), Fa,ι = Rl

i(faf,ι − falmf,ι/ml), ����	

�����
������� ���� ���� ��� ���
�� f ��� ��������� �� ��� �������� ������  � ��� ���
��
��� 
������� �� ������� �����! ��� �������� ������ ������ �� �����
�� �

�����"���

����� ����	�
 �� �

���
� ��

���	�

��� 
������ ������� �� �� ����"� 
���������� ��
� ���� ��
� �������� �� ���
#��"
� ������� ���$�
���� pd(t) = [p�

d,1(t), . . . ,p
�
d,n(t)]

� ���� 
�����������" ṗd(t) ���

p̈d(t) ��%��� ��#�����! ���
� ��� ��� ������� ���
������ &������
� ���$�
������� ���
������ ��� ��	
 �������� �
 ṗρ,ι(t) = ṗd,ι(t) − γιp̃ι� ṗρ(t) = [ṗ�

ρ,1(t), . . . , ṗ
�
ρ,n(t)]

�

��� p̈ρ(t) = [p̈�
ρ,1(t), . . . , p̈

�
ρ,n(t)]

� ��
 ����������� γι > 0 �
 � 	��
���� ����� p̃ι =

pι − pd,ι(t) �
 �
� ��
����� ����� ��� p̃ = [p̃1�, . . . , p̃�
n ]

�� �
� 
������ 
����	� �

������ �


sι = ṗι − ṗρ,ι = ˙̃pι + γιp̃ι, �����

��� �� ������ s = [s�1 , . . . , s
�
n ]

�� ����� ��
�� 	������ ���
 ��
�� �� ������ ���
��	
 
��	�	���� ������������ ��� � ���

�� �


faf,ι =mf,ιp̈ρ,ι +Ct,ι(ω
l
i,l)ṗρ,ι +Dt,ι(ω̇

l
i,l,ω

l
i,l, rf,ι)pι

+ nt,ι(rl, rf,ι)− fdf,ι −Kp,ιp̃ι −Kd,ιsι, ���!�

�
��� Kp,ι ��� Kd,ι ��� ���
 
�""����	 ��
����� ������� "����	�
 ��� Kp,ι,Kd,ι ∈
R

3×3� #� ��
������ ����� ��� ���!� ���� ����� ��� 
��	$ �
� ��
������ 
�
��"
� �
�
	��
��%���� ����"�	
 "�� �� ������� �


mf ṡ+ (Ct +Kd) s+Kpp̃ = 0, �����

�
��� Kp = diag{Kp,1, . . . ,Kp,n} ∈ R3n×3n� Kd = diag{Kd,1, . . . ,Kd,n} ∈ R3n×3n

��� Ct(ω
l
i,l) = diag{Ct,1(ω

l
i,l), . . . ,Ct,n(ω

l
i,l)} ∈ R3n×3n�

��� �����	� 
����
���	

�
� ������� ���� �
 �� 	������ ��	
 
��	�	���� �
��� ������"��� ��&����� ��
$
� '��
	�"��	���

 �� �
� �
� �������� p = [p�

1 , . . . ,p
�
n ]

� ∈ R3n ��� ṗ = [ṗ�
1 , . . . , ṗ

�
n ]

� ∈
��� ������ �������	� ��
��	�����
 �� ρ ��
��
� �� r�

���



���� �����	� 
����
���	

R3n� ��� ����� �	 
� �	��
	���� �
� 
��
������� 
� � ���� ��
��
�� ������ ��
σ = f(p1, . . . ,pn) ∈ Rm� ��� ��� ��
������� ��� 
� ���
����� ��

σ̇ =

n∑
i=1

∂f(p)

∂pi
ṗi = J(p)ṗ, �����

���
� J ∈ Rm×3n �� ��� �	����
���	����������� ���	
���  ��
��� !"��� 3n > m�
��� ���� �� ������� ������� �� 
�
 	" �	����	��� ��� �� 	��� �#���	� ������$��
�� 
�$��
��� ���� �� ������� �	���� "	
 
� 
�$��
���  ��� � ��	
 ���	���� �����
�������$��
� �	����	�

ṗd = J†σ̇d = J�(JJ�)−1σ̇d, ���%&�

���
� σd(t) �� ��� ����
�� �� � ����	
� 	" σ(t)� ��� ṗd(t) �� ��� ����
�� 
�������
���	���� 
������ ��� �����
 ��� "	��	��
 ������
�"�� '	����	� 
�"�
����� ��� 
�
	
������ 
� �� � �����
���	� 	" ṗd �����#��� ��� (�	����)		� *���
�� +��� �����
�()*+�����	
��� �,��	����� ��� (�����
���� -&&.�� /� ������� σ̃ = σd − σ� ��
	
����

ṗd(tk) = J†(σ̇d +Λσ̃)|t=tk ���%%�

���

pd(tk) = pd(tk−1) + ṗd(tk)Δt, ���%-�

���
� tk �� ��� k��� �� � �� ���� Δt �� ��� �� ����� ��
�	�� ��� Λ �� � �	������
�	������ �������  ��
�� 	" ������ /� �
	0������ ��� ��1�
��� ��
����� ���	������ 	��	
��� ���������� �
����� 
� ��� ���	
���  ��
���� 	" �����
 �
�	
���#�� ��
������� ���
�	 �������� �
	
�� �� �	����� 2��� ��
����� �
�� ��� �	 ��������� ��� ����
��
���	���� ��

ṗjd = J
†
j(σ̇jd +Λjσ̃j), ���%3�

���
� j ���	��� ��� j��� ����� ���� ���� σ̇jd ��� σ̃j �� σ̇d ��� σ̃ "	
 ��� j���
����� 
������������ /� �	����� ���� ��
����� ������������ ��� ����� ��� 
�  �
���
�	�����
 �����

ṗ
(j)
d = ṗjd + (I− J

†
jJj)ṗ

(j+1)
d , j = m, . . . , 1 ���%4�

���
� ṗ
(j)
d �� ��� ��

��� �������� ���	���� ����	
 ��������� ��� ����� ���� �
�	
���

"
	 m �	 j� ��� ������� �	�����	� �� ��� �	 
� ṗ
(m+1)
d = 0� ��� ��� ���� ����
��

���	���� ṗd = ṗ
(1)
d � /� ������� �	�����
 ��
�� ��1�
��� ��
������ �� 	
����

ṗd = ṗ1 + (I− J
†
1J1)[ṗ2 + (I− J

†
2J2)ṗ3]. ���%5�

, ������ 	" ��� �
��������
� 	" ��� 67/  ���	� �� �������� �� 8���
� ��% ���
�
��� ����
���	
  �� ������ ��� �
�	
��� ���� ���������� 	" ��� ��1�
��� ��
������
��
	���	�� ���  ����	� �" ��� 
�$��
� ���� �
� ������ ���� �
��������
� ����� �	 �
���	���� 	����� �� ��	�� �� 8���
� ��-� ��� �
	���� �� ��
"	
 �� ������������ 
�
���� "	��	��
�

���
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������ ��	
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�� �� ��� ���
��� ����� 
���� �������
 
�����

v
1

v
2

v
d

(I-J
1

†
J

1
)v

2

������ ���
 ������
� ��
��
 ����� ���� ����� ������
����

��� ��� ��	
	

��
� 
�� ������� ���� ��� ��� 
�� ��� �������� ��
�������! "� ������� 
� ������


�� ��#$
���� ��� ���
������� 
�� ���������
� %"� �������
 
���� "��� #� ������
��
�� 
��� ����
��! #�
 ����
����� 
���� ��� #� ��
������� ��������� 
� �
���  ������
��&���� ��
�� '��� 
��� ����
��� �� ������
�� �� σj , j ∈ {m, . . . , 1}, "���� 
��
��#�����
 ������#�� 
�� ������
� �� 
�� 
���! ������� ��� m (��"��
) 
� ��� (������
)�
*�� 
��� ����
���� ��� ���� �����"�� ι ∈ {1, . . . , n} �������� � ���+��� +�����
� ṗjd,ι

��� ���� 
��� j�

����� �����	��
 ����
�
��

%�� ��������� ��� �#�
���� �+������� 
��� ����
��� �� ���� 
� ������ 
��
 ���������
#�
"��� ���������
 ���� ��
 ����� ������ ��� �
��� �����,����
���� -� ��� ��  ���
�� 
�� ���������
 �� ��
 �� ���
���! �
 �� 
���
�� �� �� �#�
���� "���� 
�� �� ������
���������
  ��
 �+���� %�� 
��� �� #���
 ����+������� ��� ���� ���������
! ��� ��

�� �� �������
� 
��� ����
���� %�� ������
 �#�
���� ��� ���� �����"�� �� ������
�� 
�� ������� �#�
���� �
 ��� ��+�� 
� �� *� ��
����
�+� �������� 
� ��������

�� ������
 �#�
���� �� 
� ��
������ � "����
��� ����
��� ����������� ���� �	������!

���
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��� ���� ���	
 	��
 �� ����� 
���� ���� ��� ������ ��	����� �� ����	 �� ����� ��

���� ��� ������� ��� �� 
�	���
 
��	� ������	 �� 	���� �� ���� 
����� �����
�� �
��������� �� ����� ��		�
��� ���������
 �	��� � 	��� ������������ �		 ������ 
���� �
�
�� ��� ��		�
��� ���� ��� ������ ��
��
� ��� ������	 ��		�
��� � ��		����� ����� ��
������
��	��

�� ������� �
� 
������� ����������� �� ������ ��		����� ����
���� 
� ���� ����
��� ������ �������
��� ���� ������	� �� �� �������� ���� d� 
��	� �� 
�������	 ��	�
	����� ����
���� 
� ����� �� � ����� 
����
��� ������ �������
��� ���� ������	�

���� ��� ���� �� 
��������
 �� ��� ��	����� �������� ��
 ��	����� ���
��� ��� ��	�
	�
�� ��
 ��� ���������� ������	��  � ���� ����� � ���� ������ �� ��	��	���
 ��������
�� ��� �	����� ������	� �!������
 ��

r̂ι =
pι − po

‖pι − po‖ "#�$%&


���� po �� ��� ������	� ������� �� ��� ι��� ���������� 
���� �������� �� ����� ��	�����
�� ��� 	��
�� ����������� '�� (������� �����! ��� �� 
������ �� Jo,ι = r̂�ι � ��
 ���
����������� 
� 
���� ṗod = [ṗ�

od,1, . . . , ṗ
�
od,n]

� ∈ R3n ��
 Jo = [J�
o,1, . . . ,J

�
o,n]

� ∈
R

1×3n�

������ ��������	 �
����	�� 
��� ��	���	� ���	

'�� ���� �������� ��� ���� ��		�
�� ι ∈ {1, . . . , n} ���
���� � 
������ ��	����� �
��
���� �� ������	�� ����������
 ��

σo,ι = ‖pι − po‖, "#�$)&

��
 ���� ������	� �� ������
 �� � ������	 ������

B̄o,ι = {pι,po ∈ R
3 : ‖pι − po‖ ≤ dι}, "#�$#&


���� 
� 
����� σod,ι = dι 
���� dι �� ��� ������� �		�
�
 
������� ���
��� ���
���������� ��
 ��� ������	�� '�� ������	 �������� "#�$*& ��� ���� �� 
������ ��

ṗod,ι = J†
o,ιλo,ισ̃o,ι = λo,ι(d− ‖pι − po‖)r̂ι. "#�$+&

'��� ��� �� � ��		�
�� ������ ��� ������ ������ ������ dι �� �� ������	�� � 
�����

��	����� ������ ����
 �� ��� 	��
���� �������� po,ι := pι−po ���	�
 �� ��� ��������
���� λo,ι �� ���
���
�

������ ��������	 �
����	�� 
��� 
������� ���	

'�� ���� �������� ��� ���� ��		�
�� ι ∈ {1, . . . , n} ���
���� � 
������ ��	����� �
��
���� �� ������	�� ����������
 ��

σo,ι = (max{‖pι − po‖, dι}+ dι − ‖ṗι − ṗo‖) , "#�,-&


���� ���� ���������� �� �������
�
 �� � ������	 ������

B̄o,ι = {pι,po ∈ R
3 : ‖pι − po‖ ≤ dι}. "#�,$&

���
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���� ��� ������	 �
����
� ������ ��� ���� �� ������� ��

ṗod,ι = J†
o,ιλo,ισ̃o,ι ������

=λo,ι(‖p̃ι‖, ‖ṗι‖) (max{dι − ‖pι − po‖, 0}+ ‖ṗι − ṗo‖) r̂ι,

����� λo,ι(‖p̃ι‖, ‖ṗι‖) > 0 �� � ������	� ���� �
 �� ������� �
�� ���� σ̃o,ι > 0
���� ��� ���� �� ������ ��� �� ����� σ̃o,ι = 0 ���� ��� ���� �� ��������� ����
��� �� � �
		
��� ������ ��� ������ ����� �!���� dι 
� �� 
�����	�� � ������� ��	
��� 
����
� ����� 
� ��	����� !
����
� po,ι ��� ��	
��� ṗo,ι ���	�� � ��� ������	� ����
λo,ι(‖p̃ι‖, ‖ṗι‖) �� !�
������

������� ��		�
��� ��������
 ���� ���
���� ����

��� ���� ������
� �
� ���� �
		
��� ι ∈ {1, . . . , n} !�
����� � ������� ��	
��� ��� 
��
" �� 
�����	�� ��!�������� ��

σo,ι = ‖pι − po‖, ������

��� ���� 
�����	� �� �
����� � � ������	 �!����

B̄o,ι(po,ι, ṗo,ι) =
{
po,ι, ṗo,ι ∈ R

3 : ‖pι − po‖ ≤ σod,ι(po,ι, ṗo,ι)
}
, ����#�

����� �� ���
��

σod,ι(po,ι, ṗo,ι) := max

{
dι − ko,ι

mf,ι

ml
po,ι · ṗo,ι, dι

}
, ����$�

����� ko,ι > 0 �� �����"����� ��� ��
��� ���� 
� ��� �!����� ���� ��� �!���� ��
�������� �� ��� 
�����	� ��� dι �� ��� "���"�" ������ 
� ��� �!����� ��� ���"
−po,ι · ṗo,ι �� !
������ ���� ��� �!�������� ��� 
�����	� ��� 
� �
		���
� �
����� %��

���� ����� ��	����� !
����
� ��� ��	
��� ��� !��!������	��� ��� �������� ���� ��� 
"
�� ��� ��
" ���� 
����� ���� ����	�� �� �
 ������ ��� ��%� 
� ��� �
������ dι
�
"!���� ���� ������ �
		���
� ��
������� ���� ���� ��� �!�������� ��� !��� �	
��� �

��
���� �!�������� ����
�� ���������� ��� ������ 
� �
		���
�� ��� ������	 �
����
�
������ ��� ���� �� ������� ��

ṗod,ι = J†
o,ιλo,ι(po,ι, ṗo,ι)σ̃o,ι(po,ι, ṗo,ι) ����&�

= λo,ι(po,ιṗo,ι)[σod,ι(po,ι, ṗo,ι)− ‖pι − po‖]r̂o,ι,

����� λo,ι > 0 �� �
�������� � �
������ ����� �
�� ���� �� ���� ����"�� σ̇od,ι =
0 �
� ��"!	���� ����� ��'���������
� �	�
 ���	���� ��	����� ����	�����
� ����� ���
�� ���		������ �
 "�������� ��������	���� ���� ���" ��� �� ����� ���
����� �

������ � ��'���������
� 
� ����$�� (	�
 �
�� ���� ������� 
� ��� ��	����� ��	
��� 
�
�������� �� ��� ������� ���� ������	� σod,ι� � �
		���
� ��� �� �������� �������
��� �!�������� ��� �� 
�����	� ����� �� �
� ���������	 ��� �	
���� 
�� ������� 
�
�������
�� �� ��%� 
� ��� �!������ ���� ���� �
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���� ��
 ���� �����
�� ���� �������� ����� ��� � ������ �������� ���
�������� �� ��������� �������
���� �� ������ ��� ����������� �������� �� ��� ���
����� ����� ��� ������ ������������ ������� �������� 
������� ��
 ���� �� �������
���� ��� �� � �������� ι ∈ {1, . . . , n} �� �����
���
 � ������ �����
��� �� ���� !� ��
������ �� �� � ��� ι′ = {1, . . . , n′} ⊂ i ���� �������� �� �������� ��� ��� �����
�� ������
�� �� ��������! ���� ���� n′ < n� ���� �� ������ ��� ������ ���"�����

min

{ ‖po,1‖
σod,1(po,1, ṗo,1)

, . . . ,
‖po,n′‖

σod,n′(po,n′ , ṗo,n′)

}
. ����#!

����� ����� 	
��
��
�

��� ����
 ��
� ���$���% �� ���
 �� ������ ���� ���� �������� 
���� �� ��� 
��������

�������� ���
��� � ����� ���
������ ���� ���% ��� �� ������
�
 �� ������� 
�&��$
��� ����' �� ������� ��� 
�&����� ����������� ��� ����� ��� ���
����� �� ���
�

�����
 ��� ���������� ��
 ������� ����� ��� ���
����� �� ���
�
 �����
 ��� ���
��
�����������

����������

���� ���% ������
� ��� 
���
��� �� ���� ���������� �� � ���
�"��
 �������� ���$
����� �� ��� ���
����� ����������� ��� ���% �������� �� 
�"��
 �� σr = [(p1 −
pb)

� . . . (pn −pb)
�]�� ����� pb = 1/n

∑n
ι=1 pι �� ��� ����
����� �� ��� �����������

��
 σrd 
������ ��� 
�����
 ���
����� ��� ��� ��� �������� ����������� ���� ����
σ̃r = σrd − σr� ��� (������� 
����) ��� �� ������� ��

Jr =

⎡⎣ A 0 0

0 A 0

0 0 A

⎤⎦ �����!

����� Jr ∈ R3n×3n� 0 ∈ Rn×n� ��


A =

⎡⎢⎢⎢⎣
1− 1

n − 1
n . . . − 1

n− 1
n 1− 1

n . . . − 1
n

���
���

� � �
���

− 1
n − 1

n . . . 1− 1
n

⎤⎥⎥⎥⎦ ∈ R
n×n. ����*!

+� ��� �� ����� ���� A ��� ��� ���� ���������� ��
 (n − 1) ����������� ����� ��
���� ���� ��� (������� 
����) �� �������� ���� rank(Jr) = 2n� ��� � ����
�$�������
J†
r �)����� ,���� Jr �� ��

����� ��
 �
�
������ �� ����� �� -����
�) .��/� ��

���� ���� J†
r = Jr� ��� ��������$������ ���
 ���� ���% ��� ���� �� ������� ��

ṗrd = J†
rΛrσ̃r ����� σ̇rd = 0 ���� � ")�
 ���
����� �� 
�����
�

	��
�� ��������
�

���� ���% ������
� ��� 
���
��� �� ���� ���������� �� � ���
�"��
 �������� ��������
�� ��� ���
�� ���������� ����� �� �� ������ �������� ��
����
 �� ��� ���% ������
��� ���% �������� �� 
�"��
 �� σr = [p�

1 , . . . ,p
�
n ]

� ���
��� �� ��� (������� 
����)

���
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� ���� �
�����
�

��
������

Jr = I ∈ R3n×3n ��� �� �����	�
 σrd �� ��� ���	
�� ���	�	�� ��
 ��� ��� �������

������
��� ���� ���� σ̃r = σrd − σr� ��� �����	�� �����
 �
�� ��	� ���� ��� ����
�� �
	���� �� ṗrd = J†

rΛrσ̃r ���
� σ̇rd = 0 ��
 ���� ��
���	���� ���� ����
��	� ���� ��� �� ���	��� �
������ ��	�� ����� 	� ��	��� ������ ��
 ������ �
	�
	��
�	��� (I − J†

rJr) = (I − I†I) = 0 ��	�� ����� ���� ����
 �
	�
	�	��� ����� �	�� ��
���������� 
������ ��
��
� �
�����	�� ���� ��� ���� ����� �	��� rank(Jr) = 3n
����� 
����� ��	� ��� �� ����� �� ���� 	� 
���
�� �� ���	�
 ���� �	��� ��
 ���
A ∈ {X ∈ Rn×n : rank(X) = n} �� ���� ���� AA� ��� � ��� ��
� ����
�	����
��� ���� �� ��� ����� �!�"#� ����	�	�
 (I−A†A) = (I− (A�A)−1A�A) = 0�

��� ��� ��	
����
 	�	�
���

$� ��	� ����	�� �� �	�� ������� ��� ����	�	�� �� ��� �%& �����	�
�� ���
����� $�

���
��' ��� �
��� 	� (�	�� ��
�	
�� ��
��
�' ��� 	� 
��� ��
� 	������� ���� ����
�������	��� �
� 
������ �
 ��� �������� �
� ����	��
���

����� ���� 	

�
 ���
����

�� ������� ��� �����

���� �� ��� 
����� ����' ���� ���� ��� �� ��������� ��
����� ��
 �����

���� �� ��� ���	
�� ������ ��� ������ �� �)�"#� 	� ����	��
��'
����	���	�
 ���� �����
� �� J1 ��	�� 	� �������� �� �� ���� 
��� ��� ����
�	�

���� J1(I− J

†
1J1) = 0' ����

σ̇1 = σ̇1,d +Λ1(σ1,d − σ1), �)�*+�

��	�� ��� �� 
��
	���� ��
˙̃σ1 = −Λ1(σ̃1) �)�*"�

���
� σ̃1 := σ1 − σ1,d� ,���	��
 ��� -������� �����	�� ����	����

V (σ1) =
1

2
σ̃�

1 σ̃1 �)�*.�

�	���	�

V̇ = −σ̃�

1 Λ1σ̃1, �)�**�

��	�� �
���� ���	��
�� 
����� ��������	� ����	�	�� �� ��� �(�	�	�
	�� ��	��' ����
��� �
	��
� ���� 	� ������ �������� ���
� 
��� �� �����

���� �� ��� �	�����	� �

�

	� 	�/������ �� ��� �������� ���	�	�� ����	�� �%& 
�	� Λ1�

��� ����
 ����� ����� ��� ���� �� �������� 	� ���� �� ��� ���/	�� �	�� ��� �	
��

����� ������ ��� 
����	����	� ������� ��� ���/	��	�
 ����� ��� �� ��������� ��
����	��
��	��� �� ��� 0����	��� �� ��� ���� �����	���� ����� ��� �� ���������
��������	����� �� ����	��
	�
 ��� 
��
� R(·) ��� ���� ������ N (·)� &� ����	���	�

���� �����
� �� ��� �������
� ���� �� �)�"#� �� J2' ���� �!

	��	����' .++1�

σ̇2 = J2J
†
1(σ̇1,d +Λ1(σ1,d − σ1)) + σ̇2,d +Λ2(σ2,d − σ2). �)�*2�

!����� ���� ���
� 	� �� ���/	�� ������� ��� ��� �����' ���� �� 	���
���	�
 �
���
��
�� ��� 0����	�� ���
	��� 	� ��	�	��� ���	�
 ���� ��� ��� ���/	��	�
 
����	����	�
������� ��� ����� ��� �� ���
����� ��

J2J
†
1 = 0, �)�*#�

���
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�� 	�����
��
 ������
� 	���� �
�
�

������� ��� 
��
���
� ��� �� �������� 	����
�����	�� ���� �������
���� ��� !"
#�� �
���

� �� �$"%&! ��� ��	� �� �'�
�		�� �	

R(J†
2) ⊥ R(J†

1). �$"%(!

)� 	��	
�
�
��� �$"%&! ��
� �$"%*!� �� ��
���

σ̇2 = σ̇2,d +Λ2(σ2,d − σ2), �$"% !

��� 
��	 ������
�! ������ �	���
�
�� 	
�����
� �� 
�� �+�����
��� ����
 �� 
�� 
�	�
��� �� 	���� �� �������� � +���
�
�� ,������� ����
��� �������
�" -
 	����� ��
��
�� 
��
 
��	 �����
��� �	 ������� ��

R(J†
2) ⊆ I− J

†
1J1 = N (J1). �$"%$!

-� � 
��
� 
�	� �	 
� �� ������ 
�� 	
�����
� �� 
�� �
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�	�	 �	 ���������
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�� �����
 �
��
�
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�� 
�	�	 ��� 
�� �
����
��� ��
� 
�� �����	���� ��

�� ����
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�� �
�����
� ��
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�	�	� � 
��
� 
�	� ��� �� �����/��

�� 	��� ���" #��	 ������	 
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�� 
��
� 
�	� �	 ��������� �
�� 
�� �
	
 
�� 
�	�	
��

R(J†
3) ⊆ [N (J1) ∩ N (J2)] �$"%�!

�	 ��������"

����� ��� �	
	��
 �����
���

��� ���� �	
���

� 
� ��� ��� ��
�	�� ������� ���
���� ����
�� �
� ��� ����������
�� ��������� �
 �����

 ���� ��� ������� �������� ���
���� �
� ��
 ����� �� �
	
� ��
	��
� ����� !����� ���� ����" # ����� �
 
	� ���� i = 2# �$������� ��

ṗd = J
†
1(σ̇1,d +Λ1σ̃1) + (I− J

†
1J1)J

†
2(σ̇2,d +Λ2σ̃2). ���"% 

&��	!�
� ���� ���� ���������� �� ��������� �
��
��
� ��� ������� ���'���
��# ṗ =
ṗd(t)# ��� ��������� �
������ �� ���	��� �
 

�� ��
�� �

�����
�� 
� ���� ���� �	
�(
��

 �
 ��� ������� ���	�� & �	������ )*+ �� ��
��
 ��

V1(σ̃1) =
1

2
σ̃�

1 σ̃1, ���"� 

�
� �� ��,���
�����
� ��

� ���- # V̇1 ��
 �� ������
 ��

V̇1 = σ̃T
1
˙̃σ1 ���"� 

= σ̃T
1 (σ̇1,d − J1ṗd) ���"� 

= σ̃T
1 [σ̇1,d − J1J

†
1(σ̇1,d +Λ1σ̃1)− J1(I− J

†
1J1)J

†
2(σ̇2,d +Λ2σ̃2)] ���"" 

= σ̃T
1 [σ̇1,d − J1J

†
1(σ̇1,d +Λ1σ̃1)] ���". 

= −σ̃T
1 Λ1σ̃1. ���"/ 

���
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������� Λ1 �� �	��
��� ��
��
�� 
�� �	��������� 	� σ̃1 
	 0 �� ��	���� �� 	
���
�	���� 
�� 
��
 
��� �� ������ ��������� �	� 
�� ���	�� 
���� � ���
���� ��� ��
��	��� ��

V2 =
1

2
σ̃�

2 σ̃2 ��� !"

��� ����� �� ��#����
��
��� ��	�� ���$"� �� 	�
���

V̇2 = σ̃T
2
˙̃σ2

= σ̃T
2 (σ̇2,d − J2ṗd)

= σ̃T
2 [σ̇2,d − J2J

†
2(σ̇1,d +Λ1σ̃1)− J2(I− J

†
1J1)J

†
2(σ̇2,d +Λ2σ̃2)]

= σ̃T
2 [−Λ2σ̃2 − J2J

†
1(σ̇1,d +Λ1σ̃1) + J2J

†
1J1J

†
2(σ̇2,d +Λ2σ̃2)]. ��� �"
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V̇2 = −σ̃T
2 Λ2σ̃2, ��� $"

����� Λ2 �� �	��
��� ��
��
�� ��� �	��������� 	� σ̃2 
	 0 �� ��	���� .���� ��
�	������ 
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��� ����
�	� �� �	
 � ���
	� ��
 � ������� 
�� ��		� 	� ������� �
�����
�
�	�� �	
 �	��� ��� 
�����	�� �� ��
�� σ̃o =

∑n
ι=1 σ̃o,ι ����� σ̃o = 0 ���� �	�����	�

��	������ �� ����
��� �	� ��� �	��	����� ��� σ̃o > 0 ���� �
 �� ��
��� �	� 	�� 	� )	��
�	��	����� '��	����� �� ��)	�� 
�� ����)�
�	� 
��
 ṗ = ṗd(t)� ��� 
��� �� ���� 
	
��	� 
��
 �	�����	�� �	 �	
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� ���
	� ��	����� �� 
�� �	�����	� ��	������ 
���� .�� ����	� �	�

��� �� 
��
 ṗod,ι = J†

o,ιλo,ισ̃o,ι ��� ����� ‖Jo,ι‖ = 1� λo,ι �� �	��
��
 ��� σ̃ ≤ d �	�
�
�
�� �	�����	� ��	������� ‖ṗod,ι‖ < c� ��� �� 
�� 
������ 01 �	�
�	� �
���
��� 
����

��� 
��)� −kpp̃ − kd ˙̃p� ����� 
�� ���
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	��
��� ��
� ���( "� ����� m = 2� o = 1
��� r = 2� ����� �� �
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�� �
�
�� ������ ��
� �������� ���� ������
�� �� '��
�	�
��+�(� 
��� 	�
������

ṗd = ṗod + (I− J†
oJo)J

†
rΛrσ̃r. ���,6"

% ���
���� ��� �� ��	��� ��

V (x) =
1

2

(
λ1σ̃

2
o + σ̃�

r λ2σ̃r + s�mfs + p̃�Kpp̃
)
, ���,("

���
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����� x = [p̃�, s�, σ̃o, σ̃
�
r ]

� ��� λ1, λ2 > 0 ��� �	�
������ �
 ��
��� 
��������
�
�� ������������	� ��� ��
����	� 	� ����� ��� ������ �� 	�����

V̇ =− σ̃oλ1Joṗd − σ̃�
r λ2Jrṗd − s�Cts− s�Kpp̃

− s�Kds+ p̃�Kp
˙̃p. ������

�
��� ��� ���� ���� Ct(ω
l
i,l) �
 
����
��������� �� � ����� 	�����

V̇ =− σ̃oλ1

[
JoJ

†
oλoσ̃o + Jo

(
I− J†

oJo

)
J†
rΛrσ̃r

]
− σ̃�

r λ2

[
JrJ

†
oλoσ̃o + Jr

(
I− J†

oJo

)
J†
rΛrσ̃r

]
− (s� − ˙̃p�)Kpp̃− s�Kds ����!�

=− λoλ1σ̃oσ̃o − σ̃�
r λ2

[
JrJ

†
oλoσ̃o + JrJ

†
rΛrσ̃r

− JrJ
†
oJoJ

†
rΛrσ̃r

]
− p̃�ΓKpp̃− s�Kds, ����"�

����� Γ = diag{γ1I, . . . , γnI} ∈ R3n×3n� #�	� ���
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���!��� ��� �� ��
������ ���!�� ���	 ����"�� �� 	�����

V̇ = −x�Px ������

����� P = diag{ΓKp,Kp, λoλ1,Λrλ2}� '� 
 ��� 
��	����� ��
� �
 	�&� ���	��

&�
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 �	 �	�%��� ���� ��� 
������ ��
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2� ��� 	���� ����� �� ��� �	&&�
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 ���
�	�%������ �� 
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�
��� �
 	� ��� �	��

V̇ = −x�Qx, ����3�

����� Q = [qij ], i, j = 1, 2, 3, 4� ���� 
 ���������
 ��)�� �� q11 = ΓKp� q22 =

Kp� q33 = λoλ1� q43 = q�
34 = λoλ2JfJ

†
o� q44 = λ2JfJ

†
fΛf − λ2JfJ

†
oJoJ

†
fΛf ���

��� ��
� 	� ��� 
 ���������
 ��� �0 �& �	 4��	� 5�1�� �� �

&� 2|ab| ≤ a2 + b2 �	�
��� a, b ∈ R �	 	�����

x�Qx ≥(q11,m − q12,M − q13,M − q14,M )‖p̃‖2 ����6�

+ (q22,m − q21,M − q23,M − q24,M )‖s‖2
+ (q33,m − q31,M − q32,M − q34,M )σ̃2

o

+ (q44,m − q41,M − q42,M − q43,M )‖σ̃f‖2

���



�� �������	
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��� 	
�
���
� ���
�	�������
� ���� �
�����
�

��
������

����� qij,m ��� qij,M ����	� 
���� ��� ����� 
����� �� 	�� ������� ����� ��
	�� ��
�

���� qij �� Q ������	���
�� ������ x�Qx ≥ 1

2 (q11,m‖p̃‖2 + q22,m‖s‖2 +
q33,mσ̃2

o + q44,m‖σ̃f‖2)� �� ��� 	��	 ����� J†
oJo = I� ‖Jo‖ = ‖Jr‖ = 1� �� �
	���

q44,m = q44,M = 0� ��� 	��� ���	��
 �� σ̃f �� 
��	� �
�� �� ���� q33,m ≥ 2q34,M
����
	��� �� λ1 ≥ 2λ2� ���� ���
���� ���� 	��	 ���� 	�� ��

����� ��������� 	���
�� ��	���� �� ��� ��� �� ��	� ������ ���� ���� 	�� ������� ����	��� ����� �� �
�������	�� �������� ��� �����
� � �������� ����� 	�� ���������	 �� 
���	�� �	 �	�
� ��
�
���� ��� ��� 	� ���� ���� ���� �� �
�	��
� �� ������� �
��� 
� 	� �����
��

������ !���� 	�� "!# ��	��� �� ��	��� �� 	�� �������� 	������ 	�� �������
��
�	��� ��
���	� ��� ��	 �
�� 	�� ������� ��
�	��� ����	���� �� ���� 	� ������ 	��	
	�� ��
�	��� ��
���	� ����� �� ������	��� 	�� ��
�	��� ����	��� ����� �� 	�� ���	��
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��$ 	������ �� �
�	��
�� ���� �� ���� 
� ���
���
	�� 
���	� �� 	�� ������� ��
�	��� ��
���	� ���	�� �	�
�%��� 	�� ��

����� ���������
	��� ���� λo,ι(po,ι, ṗo,ι)� ��� �
����� ������� &'�() �� ���	������ 
�	� ����	��� ���
��
���	� ������ #� �����	��� ṗd,ι ���� &'�*+) ��	� &'�() ��� ���
���� 	�� ���	 	��	
�� 	�� ������ 	��� �� ���,��	��� ��	� 	�� -��	� 	�� ����	����	��� ��������	� ���
������� 
� ���.��	���� ������� 	��	 	�� ���	��
�	��� ���� σ̃r ��� 
� ��������
��������� �� �� ���� 	��	

(ṗι − J†
o,ιλo,ισ̃o,ι)

�Kd,ι(ṗι − J†
o,ιλo,ισ̃o,ι) > &'�*')

kdM,ιγp̃
�
ι

[
2(ṗι − J†

o,ιλo,ισ̃o,ι) + p̃ι

]
+ kpM,ιp̃

�
ι γ

2
ι p̃ι,

����� kpm,ι ≤ ‖Kp,ι‖ ≤ kpM,ι ��� kdm,ι ≤ ‖Kd,ι‖ ≤ kdM,ι� #� 	����� 	�� ����
�� ���� ���� �� &'�*') ��� ������
�	� �� �� � ��
�	� ���� � ��������	��� ����	 ��
������ �� �
	��� (

λ	
o,ι

)2
kdm,ισ̃

2
o,ι − λ	

o,ι2kdM,ισ̃o,ι (‖ṗι‖+ ‖p̃ι‖) &'�*/)

− kdM,ι‖ṗι‖2 − 2kdM,ι‖ṗι‖‖p̃ι‖
− γι (γιkpM,ι + kdM,ι) ‖p̃ι‖2 = 0

��� ��
�� ��� 	�� 
�����	 ��
�� �� λ	
o,ι� 
������ 	�

λ	
o,ι(‖p̃ι‖, ‖ṗι‖) = bι +

√
b2ι + 4aιcι
2aι

, &'�(+)

����� aι = kdm,ισ̃
2
o,ι� bι = 2kdM,ισ̃o,ι(‖ṗι‖+ ‖p̃ι‖) ��� cι = kdM,ι‖ṗι‖2

+2kdM,ι‖ṗι‖‖p̃ι‖+γι (kpM,ι + γιkdM,ι) ‖p̃ι‖2� ���� 
� �������� λo,ι(‖p̃ι‖, ‖ṗι‖) =
λ	
o,ι(‖p̃ι‖, ‖ṗι‖)+δι� ����� δι > 0 �� ������ 
���� �� ��
��	���� 	� ���� ����������	

������ �	 �� ������� 	��	 	�� ������	��� ���	 �� 	�� ���	��
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 �����	��
��� 
� ��� �
��
��	 ������	��� ��
	������ �
 �
�

�
 ��� �
�
��� �����	��
��� ���� ���� ‖fdf‖ ≤ β� � ������	 �
������
�� ��
�� ��
 �� ��	�
	��� �����
� �


V̇ ≤ −x�Px+ s�fdf ������

≤ −pm‖x‖2 + β‖x‖ , ������

���	� pm > 0 �� ��� �������� ����
����� 
� P� '��� V̇ < 0 ���
 ‖x‖ > δ = β/pm
�
� δ ��
 �� ����
����� �� �
�	����
� pm ����� �� �

� �� �
�	����
� ��� �

�	
���	
���
�� �
� �� ��
 �

����� ���� �������	��� �
�
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� ��� ��
�����

� ������ �� �
��
�
	��� ��
����� �	��������� ���

�
������ ������ !��� !+	,���� "#-#%%� ���
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� ko,ι 
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�

#� ��
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���
+��
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� 600 km 
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�
�
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������� �" ���
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� ������� ��� σBn = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ σ} �	
 �� �

�
 �� ��� ��� ����
��
 ������
�����
�	� �� pn = p+ 0.1B3 �	
 ṗn = ṗn + 0.02B3� ��� ��������� ��� ��	��
�
��	��� ������	 ��� ������� �� ��� �� d = 10 �� �� ��� 
����	�� ������	 ������� ��
������� ��� �������� �
��
� ��� ��� �
���	� ������ �� ��� �� ����� �	
 �� �	� �� ����
������� ��� ������ ���	 ��� ��	��
� 
����	��� ��� ������� ������ �� ����	 �������
���������

�	 ��� ���
�����	�� ��� �������� ����
�	�� ���� ��� ��� �� ���� �������� ����� ���
����
 ��������	 ���� �� ����	
� ����� ��� ���������� ��� ���� �����	��
 �� ������

��������	
 �	 ������	 �� �! ��� 
������
 ��	�� ��� ���� ��
 ������ ��������� ���
����
 ��
� ���� ���	 ��� �����	 �� Λr = 0.1I ����� ��� ��������	 ����
�	�� �� �����
λo,ι = 0.5 ��� ��	���	� ���	 �� ����
����
 �����
�	� �� "��#$% ���� δι = 1 ��� ��� ι ���

�	���� ���	� ��� ��	������� ���	� ���� �����	 �� Kp = 0.8I� Kd = I� �	
 Γ = I�
�	
 ��� ��&��
� ��	���� ����� "�� ���
�����	 ��� �	���

��
% �� 27 ' ��� ����
����������� (�� ���������	 �� ��������	�� �� 
������ ��� ��������	�� �
	����	��
Jpow,ι �� 
��	�
 �	 "!�)!*% ��� ���� �������� ι�

��� 
�+���	� ���	����� ��� ��	��
���
� �	 ��� ���� ���	����� � ��������	 ��
��& ���������� �� ����	��
��
 ���� �	 �	����� ����� �� � 
�����
 ��	��
�����	 �����
����
�	� ��������	� ������	 ����������� �	 ��� ����	
 ���	����� �	� ���������� ��
���
��
 �� ����
	����	 �	
 ����� 
�����	� ����
�� ��� ��������	� �	
 �� ���������
��	��
���
 �	 �������� ���� �� ����
�
 �� ������� ��	�
���� �� ��� ����� �����������

����� ����	
��� 
�	����

�	 ���� ���	���� ��� ��������� ���� ��������	� �	
 �����	� � 	�� ��������	 �����
����
�	� ��������	� �� �����	� ��� ��������	 ����
�	�� ���� �� ���� �������� �	
 ����

��������	 �� ����	
� �������� �� � ���
�� ����������� �	 ���� ���
�����	 ��� �	�����
�������� �������	� �	
 ���������� ���� �����	 �� ���	
����� ��

p(t0) = [(−40 − 30 0), (−15 − 40 5), (0 − 40 0), (15 − 40 − 5), (30 − 40 0)]� m

�	
 ��� 
�����
 �������� �������	� �	
 ���������� ��� ��� �������� ���������� ����
���	
����� ��

σf,d = [(−20 20 0), (0 30 0), (−15 − 20 0), (15 − 20 0), (20 20 0)]� m.

,� ���� �� ��� ��������� 	���� �	��
	��� � �������� ��������	 �� �	�� �����	� ���
���
��� ����� ��� ��������	 ����
�	�� ���� �� �	����
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�������� ����� �� 3���� �����������! 0���
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 �
��
� �
�
����� �� ��������' ����'��� �� ������
� �'��

� �
���
�
� ���
 �-��3� ��� &���
�
' 
+22#$ 4�����
� +22.$ 5�6��� +2�2*�

��� �����	��
��� 
��
��

9�
 ���
� 	������ �� ��� �
����� x,y ∈ Rn �� �
,�
� �� x�y =
∑n

i=1 xiyi ��
�

��
 ���
� 	������ �� �
����� ������' x�y = y�x ∀x,y ∈ Rn ��� x�(y + z) =
x�y + x�z, ∀x,y, z ∈ R

n� 9�
 %�������� ���
 �� � �
���� x ∈ R
n �� �
,�
� ��

‖x‖ :=

√√√√ n∑
i=1

x2
i =

√
x�x, ����*

��� ������' ��
 ��������� �:��
� ��� 	��	
���
�

• ‖x‖ = 0 �� ��� ���' �� x = 0 ∈ R
n$

• ‖x‖ > 0 ��� ��� x ∈ R
n ���� x �= 0 ∈ R

n$

• ‖αx‖ = |α|‖x‖ ��� ��� α ∈ R ��� x ∈ R
n ���
��
���'*$

���



�� ������	
�� 
�������

• ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ��� ��� x,y ∈ Rn �����	
�� �	��
�������

• |x�y| ≤ ‖x‖‖y‖ ��� ��� x,y ∈ R
n ��������� �	��
�������

����� 0 �	 
�	���� ��	���� ��� 	
�� ������ �� ����	���	 n × m ����� ��� ��
������	 �� 0n×m ∈ Rn×m ����� ���� �����	� �� ����� ����� 
���
� �	��
�������
�	��
�� ��
	
 � !	��
����� ����� ��� x,y ∈ R

n �	� �	� p ∈ N\{1} �� ��"� ����

|x�y| ≤ 1

p
‖x‖p + p− 1

p
‖y‖ p

p−1 . �#�$�

%�� p = 2� �� ������� ���� ��
	
 � �	��
����� ���� ��� �	� λ > 0 �� ��"�

|x�y| ≤ λ

2
‖x‖2 + 1

2λ
‖y‖2. �#�&�

��� ��� '���
�� v · u �� ��� "������ v ∈ R
n �	� u ∈ R

n �� ��(	�� ��

v · u � v1u1 + v2u2 + . . .+ vnun. �#�)�

��� ��� '���
�� �� � ���� 	
���� �	� 	�� � "������ �	� ���� ��������� ������ ������

����	�
� !� � ��� �� "������ v ∈ Rn �	� u ∈ Rn ����� ��

v · u = 0 �#�*�

��� "������ ��� ��
����
�� �� �����
���	��� �� ���� ������ ��� ���� "����� 0 ��
�����
�	�� �� �"��� "����� v ∈ Rn ����
�� v · 0 = 0 ��� ��� v�

��� "����� ����� '���
�� ������	 "������ v �	� "����� u �� 
�"�	 ��

‖v× u‖ = ‖v‖‖u‖ sin θ, �#�+�

����� θ �� ��� �	
�� ������	 ��� "������ u �	� v� ��� �,�� ��������� �'������
S(·) �� 
��� �� �"��
��� ��� ����� '���
�� ������	 ��� "������ u ∈ R3 �	� v =
[v1, v2, v3]

� ∈ R3 �	� �� ��(	�� ��

S(v) �

⎡⎣ 0 −v3 v2
v3 0 −v1
−v2 v1 0

⎤⎦ , �#�-�

�
�� ���� v × u = S(v)u� ��� '��'������ �� ��� �,�� ��������� ������ ���

.� S(αv + βu) = αS(v) + βS(u)

$� S(v)S(u) = uvT − vTuI3×3

&� S[S(v)u] = uvT − vuT

)� vTS(u)v = 0

*� S(v)v = 0�

���



���� �����	��
��� 
��
��

��� �����	
 �� �

��	�� A ∈ Rm×p 
�� B ∈ Rp×n ����
�� C = AB ∈ Rm×n

�� ������ 
�

C =

⎡⎢⎢⎢⎣
∑p

k=1 a1kbk1
∑p

k=1 a1kbk2 · · · ∑p
k=1 a1kbkn∑p

k=1 a2kbk1
∑p

k=1 a2kbk2 · · · ∑p
k=1 a2kbkn

���
���

� � �
���∑p

k=1 amkbk1
∑p

k=1 amkbk2 · · · ∑p
k=1 amkbkn

⎤⎥⎥⎥⎦ , �����


�� �
 �
� �� ������� 
�



• (AB)� = B�A� ��� 
�� A ∈ R
m×p 
�� B ∈ R

p×n�

• �� �����
�� AB �= BA�

• ��� 
�� A ∈ Rm×p,B ∈ Rp×n�
A(B+C) = AB+AC ��
� C ∈ Rp×n�
ABC = A(BC) = (AB)C ��
� C ∈ Rn×r�

� �

��� A ∈ Rn×m �� � �
�� �� �
 	��

��� � �
� ������ �� ���� 
�� 	�������
���� m = n� � � �
�� �

��� �� �����
��	 �� A = A�� �!��"�����
��	 �� A = −A�


�� 
� �����

�
 ������
� �� �!��"�����
��	 �

��	�� �� 
�



x�Ax = 0, ∀x ∈ R
n. ���#�

� � �
�� �

��� A ∈ R
n×n �� ��
���
� �� aij = 0 ��� 
�� i �= j� ����
��

A= diag{a11, a22, . . . , ann}� � � �
�� �

��� A ∈ Rn×n �� ������
� �� �
� ��
��"
���
�
 �� $���� 
�

 ��� ��� �� ���� �� 
�� ������
���� 
�� $��� %��� �&��
��� 
��
'������ (#��� ��� ���� �� ��
�����
�
� 
�� ������
����� � �

��� A �� �
�� 
� ��
)����
$ �� 
�� ������
���� �� A �

���� Re(λi) < 0� � � �
�� �

��� A ∈ Rn×n ��
�
�� 
� �� ����
��� �����
� ��

x�Ax > 0, ∀x ∈ R
n, x �= 0. ���(*�

� � �
�� �

��� A ∈ Rn×n �� �
�� 
� �� ����
��� ����"�����
� ��

x�Ax ≥ 0, ∀x ∈ R
n. ���((�

� � �
�� �

��� A ∈ Rn×n �� �
�� 
� �� ���

��� �����
� �� −A �� ����
��� �����
�

�� ���

��� ����"�����
� �� −A �� ����
��� ����"�����
��

��� 
�� ����	�� L2"���� �� 
 �

��� A ∈ Rn×m 
��� ����
���� 	
���� 
��
���	
�
� ���� �� ������ 
�

‖A‖ =
√
λmax(A�A) ���(+�

����� λmin(Q) 
�� λmax(Q) ����
�� 
�� ������� 
�� �
����� ������
��� �� 

�

��� Q� �����	
������ ��� ���	
�
� ���� �

���� 
�� ��������� 
����� 
�� ����"
��
���

• ‖A‖ = 0 �� 
�� ���� �� A = 0 ∈ R
n×m�

���



�� ������	
�� 
�������

• ‖A‖ > 0 ��� ��� A ∈ Rn×m ����� A �= 0 ∈ Rn×m	

• ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ ��� ��� A,B ∈ Rn×m	

• ‖αA‖ = |α|‖A‖ ��� ��� α ∈ R �
� A ∈ Rn×m	

• ‖A�B‖ ≤ ‖A‖‖B‖ ��� ��� A,B ∈ Rn×m�


�� � ������ A ∈ Rm×n �
� � ������ x ∈ Rn� ��� ������ 
��� ��������

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖, ∀A ∈ R
m×n,x ∈ R

n, ������

�
� ��������� ��� � ������ y ∈ Rn� ��� �������� ����� ��������

|y�Ax| ≤ ‖A‖‖y‖‖x‖. ������

���  ����� �
����� A† �� � ������ A ∈ Rm×n �� ��� �
�!�� ������ ������"�
#
��� �������
# ��������

• AA†A = A	

• A†AA† = A†	

• (AA†)H = AA†	

• (A†A)H = A†A	

����� (·)H ��
���� � ��������� ������ �$��"%�#� �&&��� �����
# ��

A† = (ATA)−1AT and A† = AT (AAT )−1. ����'�

��� �
����� ������ ���� 
�� ����� �� ���  ������ AAT �� ATA ��� � %��� �������(

�
�� ����� �� 
�� �
���������

)�� �� �
������� ���� ����� ��
����
�� ��
�� �� ����� �� �����" ���� �
 ���
��
���� �� ��������" �
��"���� ��� �"���� ��
������� ��

ẋ = f(t,x), x(t0) = x0. ����*�

� ��
����
 f : Rn → Rm �� ���� �� �� ��
��
���� �� �  ��
� x ��� #���
 �
" ε > 0�
����� �� δ > 0 ���� ����

‖x− y‖ < δ ⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε. ����+�

� ��
����
 �� �
������" ��
��
���� ��� #���
 �
" ε > 0 ����� �� � δ(ε) > 0 ���� ����
����+� ������ 
����������� � ��
����
 f �� ���� �� �� ��
��
���� �
 ��� ��� S �� ��
�� ��
��
���� �� ����"  ��
� x ∈ S� ��� ��
����


(a1f1 + a2f2)(·) = a1f1(·) + a2f2(·) ����,�

���



���� �����	��
��� 
��
��

�� ���������� ��	 
�� ��� ��


	� a1 
�� a2 
�� 
�� ��� ���������� ��������� f1 
��
f2� �� ��� ��������� 
	� ������ ��	 ���� ���� ��
� f1 : S1 → S2 
�� f2 : S2 → S3�
���� ��� ����������� �� f1 
�� f2 �
� �� �	����� 
�

(f2 ◦ f1)(·) = f2(f1), where f2 ◦ f1 : S1 → S3. ������

� �������� u : I → R �� �
�� �� �� 
���
���
� ���������� �� ��� ����	�

 I ⊂ R ��
��	 ���	� ε > 0 ���	� ������ δ > 0 ���� ��
�

�∑
k=1

|u(bk)− u(ak)| ≤ ε ���� �

��	 ���	� ����� �����	 �� ������	

����! ����	�

� (ak, bk), k = 1, . . . , �, ����
[ak, bk] ⊂ I 
��

�∑
k=1

(bk − ak) ≤ δ. ������

� �������� u : I → R �� 
��


� 
���
���
� ���������� �� �� �� 
���
���
� ���������� ��
[a, b] ��	 ���	� ����	�

 [a, b] ⊂ I� "�� ������ ����#� �� �
�� �� �
����� ��� $�������%
��������� ��

‖f(t,x)− f(t,y)‖ ≤ L‖x− y‖ ������

��	 


 (t,x) 
�� (t,y) �� ���� ���!���	���� �� (t0,x0) ���� L > 0� "�� $�������%
��������� !�
	
����� 
 ���&�� ��
����� �� [t0, t0 + δ] ��	 ���� δ > 0� �� ���	� ������

 �����
�� L > 0 ����� ��
� ��	 


 x,y ∈ Rn� ���� �� �
� ��
� ����#� �� !
��


�
$�������%� � ���������� �������� V : Rn → R �� �
�� �� �� 	
��


� ���������
�� V (x) → ∞ 
� ‖x‖ → ∞� � ���������� �������� V : [0,∞) × R

n → R �� �
��
�� �� ���	������ �� ���	� ������ 
 �������� ������� �������� W : Rn → R ���� ��
�
V (t,x) ≤ W (x), ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Rn�

� �������� f : R → R �� �
�� �� �� ��'�	����
�
� 
� x �� ��� 
����

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
����(�

������ � �������� f : Rn → R
m �� ���� �� �� 	�
��
�����
 ������
������ �� � ���
�

x	 �� ��� ������� ����������� ∂f/∂xi ����� �
� ��� 	�
��
���� �� x	 ��� 1 ≤ i ≥ m�
1 ≤ j ≤ n� � ��
	���
 f �� 	�
��
�����
 ������
������ �
 � ��� S �� �� �� 	�
��
�����

������
������ �� ����
 ���
� �
 S�

� 	�
��
���� ��
	���
 α : [0, a) → [0,∞) �� ���� �� ����
� �� 	���� K �� �� ��
����	��
 �
	�����
� �
� α(0) = 0� � 	�
��
���� ��
	���
 α : [0,∞) → [0,∞) �� ����
�� ����
� �� 	���� K∞ �� �� �� ����	��
 �
	�����
� �
� α(0) = 0 �
� α(r) → ∞ ��
r → ∞� � 	�
��
���� ��
	���
 β : [0, a)× [0,∞) → [0,∞) �� ���� �� ����
� �� 	����
KL ��� ��� ��	� ���� s� ��� �����
� β(r, s) ����
�� �� 	���� K ���� �����	� �� r �
��
��� ��	� ���� r� ��� �����
� β(r, s) �� ��	�����
� ���� �����	� �� s �
� β(r, s) → 0
�� s → ∞� � 	�
���
� ��	��� x	 ∈ Rn �� �
 ����������� ���
� �� ��� �
���� ����� 
�� f(t,x	)) = 0, ∀t ≥ t0� �
� �� ������� ���� ẋ(t) = 0� �
 ����������� �� ������

��	���� �� ��� �����
� �� 
��� ������� ���� �� ��
������
 �� 	�
 �� ������� �� ��� �����

��� � 	��
�� �� ����������

���



�� ������	
�� 
�������

��� �����	
� �
�����
�

���� �� ����	 
� ���
����� �� ���� ���
����� �� ����� 
� ������
�� �� ���������� ���
�
������� ���
�� ����
� 
� ������
�� ����� ��� �
���� �� ���� ������ ������ �
�����
�
�����
�
�
�� �������� ���� ��� ��� �
����
� 
� ��� ����������� ������
� ��� !" ��
��������� 
� 

�� t ��� t0� �� ����� ����
�� ���
����� ������� ���� ������� �
 �����
�� ������ ���� f(t,x) : R≥0 × Rn → Rn �� �
����� ��������# �� x� ����
���� �� t�
�
�����
�� �� 

�� ��$������� ��� ��� 
��$�� �� �� ������
���� �
��� 
� ��� !"�

� ��

�� ������
� V : Rn → R �� ���� �
 
� ������ ��� �
� ��� c ∈ R� ��� ���
V −1([0, c]) = {x ∈ Rn : 0 ≤ V (x) ≤ c} �� �
������ � �
�����
�� ��� ����������
��
������
� V : R≥0 × Rn → R≥0 �� ���� �
 
� � ������
� ������
� ��������� �
� ���
������
���� x = 0 ∈ Rn 
� ��� !" ��

• V (t,x) �� �
����� �
������ ��%����&

• ∂V (t,x)
∂t �� �
�����
�� ���� ������� �
 t ��� x&

• ∂V (t,x)
∂x �� �
�����
�� ���� ������� �
 t ��� x�

� ������
� ������
� ��������� �
� ��� !" �� � ������
� ������
� �
� ��� !" �� ���
�
��� ���� ���������� ��
�$ ��� ���'���
���� 
� ��� !" �����%�� V̇ (t,x) ≤ 0, ∀t ≥ 0
��� �
� ����� ‖x‖�

�� �
� ����� ��� 
���� ��%����
�� 
� ����
�� ���
������

��������� �	
 ��
���� ������� ��� ���	
	��	�� ��	
� x = 0 �� ��� !" 	�

• ����
� 	�� ��� ���� ε > 0� ����� 	� δ = δ(ε, t0) > 0 ���� ����

‖x(t0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ε, ∀t ≥ t0 ≥ 0; ���()"

• �
	����
� ����
� 	�� ��� ���� ε > 0� ����� 	� δ = δ(ε) > 0� 	
����
��
� �� t0�
���� ���� ���()" 	� ���	�����

• �
����
� 	� 
�� ����
��

• ��������	��

� ����
� 	� 	� 	� ����
� �
� ����� 	� � ���	�	�� ��
���
� c = c(t0)
���� ���� x(t) → 0 �� t → ∞� ��� �

 ‖x(t0)‖ < c�

• �
	����
� ��������	��

� ����
� 	� 	� 	� �
	����
� ����
� �
� ����� 	� � ���	�	��

��
���
� c� 	
����
��
� �� t0� ���� ���� ��� �

 ‖x(t0)‖ < c, x(t) → 0 ��

t → ∞� �
	����
� 	
 t0� ���� 	�� ��� ���� η > 0� ����� 	� T = t(η) > 0 ����

����

‖x(t)‖ < η, ∀t ≥ t0 + T (η), ∀‖x(t0)‖ < c; ���(*"

• �
	����
� �
���

� ��������	��

� ����
� 	� 	� 	� �
	����
� ����
�� δ(ε) ��
 ��

�����
 �� ���	��� limε→∞ δ(ε) = ∞� �
�� ��� ���� ��	� �� ���	�	�� 
������ η
�
� c� ����� 	� T = T (η, c) > 0 ���� ����

‖x(t)‖ < η, ∀t ≥ t0 + T (η, c), ‖x(t0)‖ < c. ���(!"

���



���� �����	
� �
�����
�

��������� �	
�� 
�� ���� �� ��������� ����� �� 
���� K ��� KL ���
�����

����� ��� �	
���� �
��
�� ��� �������	��
 ���
� x = 0 �� �	
��� ��

• �
���	
�� ������ �� �
� �
�� �� ���	� ����� � ����� K ��
����
 α �
� � ��������
��
���
� c� �
����
��
� �� t0� ���� ����

‖x(t)‖ ≤ α(‖x(t0)‖), ∀t ≥ t0 ≥ 0, ∀‖x(t0)‖ < c; �	
���

• �
���	
�� ���
���������� ������ �� �
� �
�� �� ���	� ����� � ����� KL ��
����


β �
� � �������� ��
���
� c� �
����
��
� �� t0� ���� ����

‖x(t)‖ ≤ β(‖x(t0)‖, t− t0), ∀t ≥ t0 ≥ 0, ∀‖x(t0)‖ < c; �	
���

• �
���	
�� �������� ���
���������� ������ �� �
� �
�� �� �
�������� �	
��� ��
�������� ��	 �
� �
����� ����� x(t0)�

	 ���
��� 
��� �� ������� ���������
 ��������� �� ���� ��� 
���� KL ���
���� ��
�	
��� �� �� ����������� ����
  ��� �� ��!� ��� ��������" ���������


��������� ��
 �	
���� �
��
�� ��� �������	��
 ���
� x = 0 �� �	
��� �� �����

�
������ ������ �� ���	� ����� �������� ��
���
�� c� k� �
� λ ���� ����

‖x(t)‖ ≤ k‖x(t0)‖e−λ(t−t0), ∀‖x(t0)‖ < c �	
�#�

�
� �������� ����
�
������ ������ �� �	
�#� �� �������� ��	 �
� �
����� ����� x(t0)�

$� ��� ���
��� ���� ������" %�����!&� ��������� �������� ��� ��� ��������� ����'
������ ������


�
����� ��� �	
���� �
��
�� ��� x = 0 �� �
 �������	��
 ���
� ��	 �	
��� �
�
D ⊂ Rn �� � ��
��
 ��
���
�
� x = 0� ��� V : [0,∞)×D → R �� � ��
��
������

����	�
������ ��
����
 ���� ����

W1(x) ≤ V (t,x) ≤ W2(x) �	
()�

∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(t,x) ≤ 0 �	
(��

∀t ≥ 0 �
� ∀x ∈ D� ���	� W1(x) �
� W2(x) �	� ��
��
���� �������� ���
���
��
����
� �
 D� ���
� x = 0 �� �
���	
�� �������

�
����� ��
 �	
���� �
��
�� ������� ��� ����
����
� �� ����	�
  �! �	� ����
����� ���� �
�������� �	
(�� ��	�
����
�� ��

∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(t,x) ≤ −W3(x) �	
(��

∀t ≥ 0 �
� ∀x ∈ D� ���	� W3(x) �� � ��
��
���� �������� ���
��� ��
����
 �
 D�
���
� x = 0 �� �
���	
�� ���
���������� ������� "�	����	� �� r �
� c �	� �����

���� ���� Br = {x ∈ Rn : ‖x‖ < r} ⊂ D �
� c < min‖x‖=r W1(x)� ���
 ���	�
�	�#����	� ���	��
� �
 {x ∈ Br : W2(x) ≤ c} ��������

‖x(t)‖ ≤ β(‖x(t0)‖, t− t0), ∀t ≥ t0 ≥ 0 �	
((�

��	 ��
� ����� KL ��
����
 β� $�
����� �� D = R
n �
� W1(x) �� 	������� �
���
����

���
 x = 0 �� �
���	
�� �������� ���
���������� �������

���
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������ ��� x = 0 �� �� ���	
	��	�� 
�	�� �� ������ ���

D ⊂ Rn �� � ����	� �����	�	�� x = 0� ��� V : [0,∞)×D → R �� � ����	�����
�

�	������	��
� �����	�� ���� ����

k1‖x‖a ≤V (t, x) ≤ k2‖x‖a ������

∂V

∂t
+

∂V

∂x
f(t,x) ≤ −k3‖x‖a ������

∀t ≥ 0 ��� ∀x ∈ D� ����� k1� k2� k3 ��� a ��� 
��	�	�� ���������� ����� x = 0

	� ��	����
� ��
�����	�

� ����
�� �� ��� �����
�	��� ��
� �
���

�� ���� x = 0 	�

��	����
� �
���

� ��
�����	�

� ����
��

����	
����
� �
 �� 
 ��
 �� �	�� �� !���
" #������
$� �	
��
� %��� �#������
�
�&�'( )�	�� �&�*( +��!	 ��" #��	��� �&,-� �	�!	 !�� �
 �

� �� �� 
��
����� ��
�	
 �� !���
" .�/���
$� ��
�����!
 ����!���
 ��� ���0���������� ����
��� ����
" ��

������� ��� 
��������� 
����� ��� ������� �� ��� ��

��� ����� ��	��

����� �����	���

V : I × Bρ → R, (t,x) → V (t,x); ������

W : I × Bρ → R, (t,x) → W (t,x); ����*�

V 	 : Bρ → R,x → V 	(x), ����,�

����� I = (τ,∞)� ����� τ �	��� ����
 −∞� ��	�� ��� ����	����� �
��� �	�� V̇
��� Ẇ ���� ���� V (t, 0) ≡ V̇ (t, 0) ≡ 0 ��� ��

��� ����� ��	��� ε� 0 < ε < ρ� ����

����

�� ‖f(t,x)‖ ≤ A ��� (t,x) ∈ I × B̄ε 

!� V 	� 
��	�	�� ��"�	�� �� I × B̄ε �	�� V (t,x) → 0 ��	����
� 	� t �� x → 0 

#� V̇ (t,x) ≤ V 	(x) ≤ 0 ��� (t,x) ∈ I × B̄ε 

$� ����� ��	��� �� L > 0 ���� ���� ‖W (t,x)‖ ≤ L ��� (t,x) ∈ I × B̄ε 

%� Ẇ (t,x) 	� ���&'��� ��"�	�� �� E = {x ∈ B̄ε : V
	(x) = 0}�

���� ����� ��
��	�� ���� ���� x(t, t0, x0) ∈ Bε ��� t ≥ t0 ���� �� 0 ���� t → +∞�

1
 ��� �	�� � !��������� ���!���� W : B̄σ → R,x → W (x) �� ���02
�� "
3���
 ��
� �
� E ⊂ B̄σ �� ��" ���� �� W (x) �= 0 ��� ��� x ∈ Ē\{0}� 4��
 �	�� �	
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 ������� ���������! ��������� �� �	
 ������� 5	
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� ��" 7��8�� �&,,� �	
�
 �	
� �	�� �	�� !��"����� ���
�� �	
 �	
��
� �� �����3
" ��

�� Ẇ (t,x) �� !��������� �� ���	 �����
��� ��" "
�
�"� �� ���
 �� �	
 ���������
���� Ẇ (t,x) = g(β(t),x) �	
�
 g �� !��������� �� ���	 �� ��� �����
���� β(t)
�� ���� !��������� ��" ��� ����
 ��
� �� � ����"
" �
� K1� ���� ������!���� �

������ ��� �	�� Ẇ (t,x) "
�
�"� �� ���
 !����������� �	����	 � ����"
"
���!������

���
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	 � �
�		 K ����
���� k� 	��� 
��
 ‖Ẇ (t,x)‖ ≥ k(‖x‖), ∀x ∈ E
��� t ≥ t0�
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	�
� � ���� �����
 �� ��
��� �	 �	 ��

��	�

��������� �	
 ���
������� ��������
 �� ��� ������ ��� Γ ⊂ Rn �� given� ���

��	
	�� 
����	�� x = 0 �� ẋ = f(t, x) 	
 ������ �	���
�
���

� 	
��
� �� 
�� 
����

�	�� ��
���� �� Γ 	� 	� 	
 
����� 	� ��� 
��
� �� �������
 ��� �
��� ����� 
����	��

x(t, t◦, x◦) → 0 �
 t → ∞ ��� ��� 	�	�	�� 
����
 x◦ ∈ Γ ��� ��� ��� 	�	�	�� �	��


t◦ ∈ R≥0� ��� ��	�	� 	
 ��	������ �
������	����� 
����� 	� 	� 	
 ��	������ 
����� ���
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� 
������ �� ���#��� �
�������# 
��!����� "���� ��� ���� �*�
��
#�
�� Γ �
 �
��+���� 
�� �� ���!�� �
�������# 
��!����� �
 "��#� #�
� x◦ ∈ Rn ,#�� &��

���-)��

����� �����	 
����� �	��
�
	�

��������� �	
 all ������� ����
� �� Rn 
��
�� �	
 � �
� 	� �
���

 �

	 �� ����
� ����
�
��	��� ������	��� ��������� ��

 ������

� ������ � 
 �	��
�� 	� !��	�� "�	���
��������� �!"�� �� �
#�
� �� �	��	$�

������� ��	 
�����
 ������ �
�����
�� 
���
���� ������ .���
 ��� �/	�0
���
 ẋ = f(x(t))� "���� f ∈ C1(Rn,Rn) �
� f(0) = 0� 
	���
� ����� �*�
�
 �

�
0
������� ρ ∈ C1(Rn\{0},R) 
	#� ���� ρ(x)f(x)\|x| �
 �
�����!�� �
 {x ∈ Rn :
|x| ≥ 1} �
�

[∇ · (fρ)](x) > 0 for almost all x. �!�%&�

���
� ��� ����
� ��� �
����� 
����
 x(0) ��� ���1�#���� x(t) �*�
�
 ��� t ∈ [0,∞) �
�
��
�
 �� '��� �
 t → ∞� 2�������� �� ��� �/	���!��	� x = 0 �
 
��!��� ���
 ���
#�
#�	
��
 �����

 ����� ���
 �� ρ ��+�
 
������� ���	�
�

� 
 ������	� ρ(x) �� ����
� � �
����� ������	� $ �� ��� �
 �

�'
� �
	� � (�����	'
������	� ) ���	
���� �	 � 
 �	��	$��� �
	�	����	��

����� �������	
� �� 
��� ���� Γ ����������� 
� �� ����
����	
 ���		 ������������ �� 
�� �������
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�� 
�������

����������� 	
� �
������ ������� ��� V (x) > 0 ��� x �= 0 ��	 ∇V · f <
α−1(∇ · f)V ��� �
���� �

 x ��� ���� α > 0
 ��� ρ(x) = V (x)−α �������� ���
���	����� ������


�� 	
� ��
 ����
	� �� ������ ������ ��������� ���� ��
 ����
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�
 �� ��
 ��������� �
�������

��������� 	
� �	��������� ���������� ������ �� ��� ������ ��� Γ ⊂ Rn ��
given
 ��� ��
����� x∗ �� ẋ = f(t, x) �� ��

�	 ����	��������� �����
� ������ �� ��

����
 �� �� �� ����
� �� ��� ����� �� �������� ��	 ����� ����� ��
����� x(t, t◦, x◦) →
x∗ �� t → ∞ ��� ��� ������
 ������ x◦ ∈ Γ ������ ��� � ������������ ������ �� Γ ��	
��� ��� ������
 ����� t◦ ∈ R≥0
 ��� ����
������ ����� �� �������
� �����������

�
����
�� �
���� �� ��� 
���� �� ���� �����
��� ��	 ����������� ��� ������� �� ��� ������
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�� !""#� ��� ���$�
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� ����
��
�� ��%
� �� �������

������� 	
 �!���"� ���� �� �����	�� ��� ������ ẋ = f(t, x) ���� ���� f(t, 0) =
0 ��� �

 t ��	 0 �� � 
���

� ����
� ����
������ �����
 ��� ρ : Rn\{0} → R≥0 �� ����
����������
� 	����������
� ��	 �������

∂

∂t
ρ(t, x) + [∇ · (fρ)](t, x) > 0 ∀t ≥ 0, a.a. x ∈ R

n .

 �������� ������ ���� ρ(t, x) �� ��������
� �������
� �� t ���� {‖x‖ > ε} ��� �����
ε > 0
 ����� ��� ����� ������
 ���� t◦ ��� ��� �� ������ ���� ��� ��� �����������

�
��������	 �� ��� ������ ��� ���� �������� �������
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� ��

ẋ = f(t,x) + g(t,x). ���+"�

��� ��
 ��������� 	��	
���
� �� ��
 
)
������
� 	���� ���#(� ��
 ���
�
� �� �

������ � �
������� �� 	�������� ��������� ��� ��%
� �� ,��� �#�(-� �� �������.

��������� 	
$ ��� ����
������ ����� �� ���#(� �� ��

�	 ��������

� ����
� �� �����
����� �$� ��������� k1� k2 $��� ��� ��

�$��� ��������+ �� ‖x0‖ < k1 ��	 �� ���
�������� g(t,x) �� ���+"� �������� �� ������
���

‖g(t,x)‖ < k2, x ∈ R
n, t ≥ t0, ���+#�
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 ������ �����	 �� �	������

‖x(t, x0, t0)‖ < k3 ������

����� ��� �
�	���� k3 ������	 
� ��� ���������� ���	���� 	������
��
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� �
���� �	 ���� ������
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� �� ���������� �	
������ �� ���� 

�
������� ��� ���� ����
� ���������� �� ���� �� ���
����� ���
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��������� �	
 ��
�
�������� ����������� ��� G ⊂ Rn �� �� 
��� 	�� ���

I = [a, b] ⊂ R� a < b� ��� 	�� ���� f : I × G → R
m 	���	��	 ��� �������
�
��

�
�����
�	 
� I ×G �


�� f(·,x) : I → Rm �	 ���	������ 

� ����� x ∈ G�

�� f(t, ·) : G → Rm �	 �
�����
�	 

� ���
	� ����� t ∈ I�
 � 

� ���� �
����� 	�� K ⊂ G ��� 
�����
�

hK(t) = sup{‖f(t,x)‖ : x ∈ K} ���� �

�	 ����	��� ���������� 
� I�
!���"����
� 
�� 
�
����
� ��
�����	 
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������ �
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�	��� �	����� �� ��� ����

ẋ = f(t,x, θ), ������

����� x ∈ Rn% t ∈ R≥0 
�� θ ∈ Rm �� 
 �����
�� 

�
�����% 
�� f : R≥0 × Rn ×
Rm → Rn �� ���
��	 &�
�����# �� x 
�� �
������ '
�
��(����	 ���������� ��� 
�	


�
����� θ ����� ��������
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��������� �	� ������� ���
������ ���
�� ��� Θ ⊂ Rm �� � 	�� 
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� Θ �
� ����� ��� δ > 0� ����� �#�	�	 θ	(δ) ∈ Θ 	��� ���� ��� ���� Bδ �	
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� ��� 	�	��� ẋ = f(t, x, θ	)�
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� Θ �
� ����� ��� Δ > δ > 0� ����� �#�	�	 θ	(δ,Δ) ∈ Θ 	��� ���� ���

���� Bδ �	 ���

���� �	����
������� 	����� 
� BΔ 

� ��� 	�	��� ẋ = f(t, x, θ	)�

��������� �	 ��� Θ ⊂ Rm �� � 	�� 

 ���������	� "�� 	�	��� ẋ = f(t, x, θ)
� ����� x ∈ R

n� t ≥ 0� θ ∈ R
m �	 � �
�	���� ��������� ��� f(t, x, θ) �	 �
�����

���	����$ �� x ��� �������	� �
�����
�	 �� t 

� ��� θ ∈ Rm� �	 	��� �
 �� ���

����

����������� �	����
������� 	����� �
 ����� ��� Δ > δ > 0� ����� �#�	�	 θ	(δ,Δ) ∈ Θ
	��� ���� Bδ �	 ���

���� �	����
������� 	����� 
� BΔ 

� ��� 	�	���� ẋ = f(t, x, θ	)�

���� ��� Bδ �� ���	
��
� ������
����

� ����
� 
� BΔ �	 ����� ������ � ������ Δ ��� � �
���

KL 	�����
� β ���� ���� ‖x(t0)‖δ < Δ� t0 ∈ R>0 =⇒ ‖x(t)‖δ ≤ β(‖x(t0)‖δ, t − t0)� �����

‖x‖δ := infz∈Bδ
‖x− z‖�
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���� θ ������� �� ��� ������	� ��� Bδ 	�� ��� ����
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�� ���� ������� ������
� ������ ��� Θ ⊂ Rm 
� 	 ��� �� �	�	
��
����� ��� �����
 ������ �� �	�� �� 
� ������
�� #��
	��� ��	%��%	��� �)�������	���
��	
�� �� Θ ��' #���� 	�� δ > 0' ����� �)���� 	 �	�	
���� θ	(δ) ∈ Θ' 	�� ��������
%����	��� k(δ) 	�� γ(δ) ��%� ��	�' ��� 	�� x0 ∈ Rn 	�� 	�� t0 ∈ R≥0 ��� ��������
�� ������ �	������' ��� 	�� t ≥ t0'

‖x(t, t0, x0, θ
	)‖ ≤ δ + k(δ)‖x0‖e−γ(δ)(t−t0). ������
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 ������ �� �	�� �� 
� ������
�� ���%	���� ��	%��%	��� �)�������	��� ��	
��
�� Θ �� ����� �)���� Δ > 0' 	�� #���� 	�� δ > 0' ����� �)���� 	 �	�	
���� θ	(δ,Δ) ∈
Θ 	�� �������� %����	��� k(δ,Δ) 	�� γ(δ,Δ) ��%� ��	�' ��� 	�� x0 ∈ B̄Δ 	�� 	��
t0 ∈ R≥0 ��� �������� �� ������ �	������' ��� 	�� t ≥ t0'

‖x(t, t0,x0, θ
	)‖ ≤ δ + k(δ,Δ)‖x0‖e−γ(δ,Δ)(t−t0). ������
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��� Θ 
� 	 ��
��� �� Rm 	�� ������� ��	�' #���� 	�� δ > 0' ����� �)��� 	 �	�	
����
θ	(δ) ∈ Θ' 	 %����������� ��*������	
�� ��	����� ���%���� Vδ : R≥0 × Rn → R≥0

	�� %�	�� K∞ ���%����� αδ' αδ' αδ ��%� ��	�' ��� 	�� x ∈ Rn\B̄δ 	�� 	�� t ∈ R≥0'

αδ(‖x‖) ≤Vδ(t,x) ≤ αδ(‖x‖) ����1�

∂Vδ

∂t
(t,x) +

∂Vδ

∂x
(t,x)f(t,x, θ	) ≤ −αδ(‖x‖) ����3�

lim
δ→0

α−1
δ ◦ αδ(δ) = 0. ����4�

���� ��� �����
 ẋ = f(t,x, θ) �������%�� �� ������ �� +,-./ �� ��� �	�	
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��� Θ�
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 ��
�� 	�� Δ > δ > 0
 ����� ����� 	 �	�	����� θ	(δ,Δ) ∈ Θ
 	 ����
��������� ���������	��� ��	����
 �������� Vδ,Δ : R≥0 × Rn → R≥0
 	�� ��	�� K∞

��������� αδ,Δ
 αδ,Δ
 αδ,Δ ���� ��	�
 ��� 	�� x ∈ H(δ,Δ) 	�� 	�� t ∈ R≥0


∂Vδ,Δ

∂t
(t,x) +

∂Vδ,Δ

∂x
(t,x)f(t,x, θ	) ≤ −αδ,Δ(‖x‖). ������

������ ������� ��	�
 ��� 	�� Δ	 > δ	 > 0
 ����� ����� Δ > δ > 0 ���� ��	�

α−1
δ,Δ ◦ αδ,Δ(δ) ≤ δ	 ������

α−1
δ,Δ ◦ αδ,Δ(Δ) ≥ Δ	. ������

����
 ��� ������ ẋ = f(t,x, θ) ���������� �� ���		� �� ����� �� ��� �	�	�����
��� Θ�

������� ��# 
�������� ��������� ��� �$�%�� 
$�&���� � ' "" ��� Θ ��

	 ������ �� Rm 	�� ������� ��	�
 ��
�� 	�� δ > 0
 ����� ����� 	 �	�	����� θ	(δ) ∈ Θ

	 ������������ ���������	��� ��	����
 �������� Vδ : R≥0 ×Rn → R≥0 	�� ������
�

�����	��� κ(δ), κ(δ), κ(δ) ���� ��	�
 ��� 	�� x ∈ R
n\B̄δ 	�� 	�� t ∈ R≥0


κ(δ)‖x‖p ≤ Vδ(t, x) ≤ κ(δ)‖x‖p, ����
�

∂Vδ

∂t
(t, x) +

∂Vδ

∂x
(t, x)f(t, x, θ	) ≤ −κ(δ)‖x‖p, ����	�

 ���� p ������� 	 ������
� �����	��� ����
 ����� ��� ��������� ��	�

lim
δ→0

κ(δ)δp

κ(δ)
= 0, ������

��� ������ ẋ = f(t,x, θ) ���������� �� ���		� �� �!�"� �� ��� �	�	����� ��� Θ
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 ����� ������ Δ > 0
 	�� ��
�� 	�� Δ > δ > 0

����� ����� 	 �	�	����� θ	(δ) ∈ Θ
 	 ������������ ���������	��� ��	����
 ��������
Vδ : R≥0 × B̄≥0 → R≥0 	�� ������
� �����	��� κ(δ)
 κ(δ)
 κ(δ) ���� ��	�
 ��� 	��
x ∈ B̄Δ\B̄δ 	�� 	�� t ∈ R≥0


κ(δ)‖x‖p ≤Vδ(t,x) ≤ κ(δ)‖x‖p ������

∂Vδ

∂t
(t,x) +

∂Vδ

∂x
f(t,x, θ	) ≤ −κ(δ)‖x‖p, ������

 ���� p ������� 	 ������
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 ����� ��� ��������� ��	�

lim
δ→0

κ(δ)δp

κ(δ)
= 0, ����
�
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H =

{
ẋ ∈ F (x)� x ∈ C

x+ ∈ G(x)� x ∈ D
, ������

��
�
 F : Rn → Rn 
�� G : Rn → Rn 
�
 �
	��
��
� �
������ ��� 	�
 ��� �
�

�� ���� �
� �
��
�	��
��� ����
 C 
�� D 
�
 	�
 ��� �
	 
�� ���� �
	� � ����
	
E �� R≥0 ×N �� 
 ������ 	��
 ���
�� �� �	 �� 	�
 ����� �� �� ��	
�� �
�� ��	
��
��
�� 	�
 ���� [tj , tj+1] × {j}� ��
�
 0 = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . .� �� ��  ��	
�� �
�� ����
��	
��
��� ��	� 	�
 �
�	 ��
 �������
 �� 	�
 ���� [tj , tj+1] × {j}, [tj, tj+1) × {j}� ��
[tj ,∞)×{j}� � ������ 
�� �� 
 ����	��� x : dom x → Rn� ��
�
 dom x �� 
 ������
	��
 ���
�� 
��� ��� 

��  !
� j� t → x(t, j) �� 
 ���
��� 
�����	
�� ���	������
����	��� �� �� 	�
 ��	
��
� Ij{t : (t, j) ∈ dom x}� "�
 ������ 
�� �� 
 ����	��� 	�
	�
 ������ ���	
� H = (C,F,D,G) �� x(0, 0) ∈ C ∪D 
�� 	�
 ��������� �����	����

�
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	�� 
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• #�� 

�� j ∈ N ���� 	�
	 Ij �
� ���
��	� ��	
����� ẋ(t, j) ∈ F (x(t, j)) ���

����	 
�� t ∈ Ij � x(t, j) ∈ C ��� 
�� t ∈ [min Ij , sup Ij)�

• #�� 

�� (t, j) ∈ dom x ���� 	�
	 (t, j + 1) ∈ dom x� x(t, j + 1) ∈ G(x(t, j))�
x(t, j) ∈ D�

"�
 ����	��� x 	� 
 ������ ���	
� �� ���	����
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 ��� H �� ��� 
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!��	� σ > 0 ���� 	�
	 ‖x(0, 0)‖A ≤ σ �����
�
‖x(t, j)‖A ≤ ε ��� 
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ẋ = f(x, u, t), t ≥ t0 , ���2.�
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J(t0) = φ(x(T ), T ) +

∫ T

t0

L(x, u, t)dt . ����	�

� ����������� �
 ������ �


H(x, u, t) = L(x, u, t) + λ�f(x, u, t) , ���� �
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���� �"������ �
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−λ̇ =
∂H
∂x

=
∂f�

∂x
λ+

∂L
∂x

, t ≤ T ����#�
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��������� ��������� �
 ������ �


0 =
∂H
∂u

=
∂L
∂u

+
∂f�

∂u
λ . ����$�
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Σ1 : ẋ1 = f1(t, x1) + g(t, x)x2 ����/�

Σ2 : ẋ2 = f2(t, x2), ������

�!��� x1 ∈ R
n' x2 ∈ R

m' x = [x�
1 , x

�
2 ]

� ��� �!� ��������
 f1(·, ·)' f2(·, ·) ��� g(·, ·)
��� ���������
 �� �!��� ��������
' ������� +��
�!��& �� x' ��������� �� t' ��� f1(·, ·)
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 ��� ������� �	����� ��� ����� ����
� �� �� �����
�� ��� ����
 �	���� ���� ����� x1 ��
���� ��� �����	
���	��
� ��
� g(t, x)x2� ��


ẋ1 = f1(t, x1). ������
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��� +���� � !	����� �������� ��
 ���� �	���� ������	��� ��
���� ���
 
�����
��	
�
���
����,

��������	� ��� ����� ����� 	
���
��� c1� c2� δ
′ > 0 
�� 
  �
!��
� ���	��
�

V (t, x1) �
� ������ ��	� ��
� V : R≥0 × Rn → R≥0 �� !
������ ��"����� �
��
���

���
������ V̇ (t, x1) ≤ 0 
��

‖ ∂V
∂x1

‖‖x1‖ ≤c1V (t, x1) ∀‖x1‖ ≥ δ′ ����-�

‖ ∂V
∂x1

‖ ≤c2 ∀‖x1‖ ≤ δ′. ����.�

/� �� �� �� ����
 ���� !	����� ��������� ����
�
 �	 ���	������� ������	 ��� �����
�
&�� �����
 ���
����� �� ����
������� �� ����
� ���� ��� ����
���������� 
��� ���

��������0� ��� �	����� /� �� 
����
�
 ���� ��� 
����
���� �� ��� ����
����������
�� ��� ����� x1 �� ��� ��
����
 ���� �����
,

��������	� ��� ����� ����� �#
 	
�����
�� ���	��
�� ξ1� ξ2 : R≥0 → R≥0 ��	�
��
� g(t, x) �
���"��

‖g(t, x)‖ ≤ ξ1(‖x2‖) + ξ2(‖x2‖)‖x1‖. ����%�

1�����	� ��� ���

 ���
����� ������� � ������� ��� �
����� 
��� �� ��� ����� �� ���
��
��
���� �	����� &��� �� �2�
����
 �	 �� �����
������	 ����������� ������ ����
�	����� ��3�	��� ����� �2��������� ��������	 ������	 ���� ���
������ /� ����
���� ��
x2(t) 
���	� ��4������	 �����	 ��	� �� ��� 
��� 1/t ��������	 ������ �� ���
�����
,

��������	� ��� ����� ������ 
 	�
�� K ���	��
� α(·) ��	� ��
�� �
� 
�� t0 ≥ 0�
��� ��
$�	�
���� 
� ��� ������ ������ �
�����∫ ∞

t0

‖x2(t; t0, x2(t0))‖dt ≤ α(‖x2(t0)‖). ����'�

���



���� ������	� �
��	�� �
	��


������� ��		 ����� ����	
��
�� ������� ��� 
����� 
� ��� �������� �����	
�� ����
�	�� ���	
�
������� ������ �� ��� ���
������ 
������ 
� ������� ������ ���
����
�	�� ���	
�
������� ������� ���� ��������� ��� �
� �� �!!"#�

��	
�	� ��

 ��� �	 	��	��	� �
 ��	 ���	 ��	� ��	 �������	�� �
��	�� ��	 �	��	�
��
�	��� 
� ��������� ������
��� ��������� �� ��	�	��	� �� �	���
� ������

����� ����	
� �
�����	��� �
������� ������	����� ���������

 
� ������	� 
� ���	!"�����# ����	�� ���� ��	 ����
���� �	��!#�
����� �����������
������
������� ��������� �$�%��� �	 �
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ẋ1 =f1(t, x1, θ1) + g(t, x, θ) ������

ẋ2 =f2(t, x2, θ2), ����&�

��	�	 θ = [θ�1 , θ�2 ]
� ∈ Θ ��	 �����# �����	�	��' ��� Θ = [Θ�

1 , Θ�
2 ]

� ⊂ Rm ��	
��	 �	�� 
� �"������	 �����# �����	�	���

�

���
��� ��� $�� ������
� g �� ����
�	�� �
����� �
�� �� ��	� ��� �� θ2 ���
�������� %��� x2� ����� �
� ��� θ1 ∈ Θ1� ����� �&���� � �
����������� ������
� Gθ1

��� � ����� K ������
� Ψθ1 ���� ����� �
� ��� θ2 ∈ Θ2� ��� x ∈ Rn1 × Rn2 ��� ���
t ∈ R≥0�

‖g(t, x, θ)‖ ≤ Gθ1(‖x‖)Ψθ1(‖x2‖). ����(�

�

���
��� ��� $�� �����	 ����&� �� �'��' 
� Θ2�

�

���
��� ��� (���� ��� Δ1 > δ1 > 0� ����� �&��� � 
���	���� θ	1(δ1,Δ1) ∈
Θ1� � �
�����
���� ��)���������� ���
��
� ������
� Vδ1,Δ1 � ����� K∞ ������
��
αδ1,Δ1

� αδ1,Δ1 � αδ1,Δ1 ��� � �
�����
�� 

������ �
����������� ������
� cδ1,Δ1 ����
����� �
� ��� x1 ∈ H(δ1,Δ1) ��� ��� t ∈ R≥0

αδ1,Δ1
(‖x1‖) ≤ Vδ1,Δ1(t, x1) ≤ αδ1,Δ1(‖x1‖) ����)�

∂Vδ1,Δ1

∂t
(t, x1) +

∂Vδ1,Δ1

∂x1
(t, x1)f1(t, x1, θ

	
1) ≤ −αδ1,Δ1(‖x1‖) ������

‖∂Vδ1,Δ1

∂x1
(t, x1)‖ ≤ cδ1,Δ1(‖x1‖), ������

%���� H = {x ∈ R
n : δ ≤ ‖x‖ ≤ Δ}�

�

���
��� ��� $���� �&���� � 

������ �
������ Δ0 ���� ����� �
� ��� �����


������ ��	���� δ1� Δ1� δ2� Δ2� ���������� Δ1 > max{δ1,Δ0} ��� Δ2 > δ2� ���
�
� ��� 
���	���� θ	1(δ1,Δ1) �� ��*��� �� ����	
��
� ��+� ����� �&���� � 
���	,
���� θ	2 ∈ Df2(δ2,Δ2) ∩ Θ2 ��� � 

������ ��	��� γ(δ1, δ2,Δ1,Δ2) ���� ���� ���
���-���
���� 
� ������,����&� %��� θ = θ	 �������

‖x0‖ ≤ γ(δ1, δ2,Δ1,Δ2) ⇒ ‖φ(t, t0, x0, θ
	)‖ ≤ Δ1, ∀t ≥ t0. ����*�

���
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�� ��������� 	�
�� ��� Δ	 > δ	 > 0� �
��� ����� ���� ������
� ��������� δ1� Δ1 ���

Δ2� ���
 Δ1 > δ1� ���
 �
��� ��� ��� δ2 ∈ (0,Δ2)�

min{Δ1,Δ2, γ(δ1, δ2,Δ1,Δ2)} ≥Δ	 ������

max{δ2, α−1
δ1,Δ1

◦ αδ1,Δ1(δ1)} ≤δ	. ������
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 � �� ⇒ �
��
� ���������� 
����� �����
����������� �������� �
� �������� ������ ����"������#� �� ����� �� Θ1 ×Θ2�
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���� ��$����
� ��� ��
�
����
� ��� ���
 ���� ��
�� �
� ��

� 
� �� ��!

��������� ��	
 �D����� ���������� 
�����  �� ��� Δ > δ ≥ 0� �
� D!��� ��
�
� ��������� ������ ẋ = f(t, x, θ)� �� ��"��� ��

Df (δ,Δ) = {θ ∈ R
m : Bδ is UAS on BΔ for f(t, x, θ)} .

����������� ��
 �
 !"���� "��#����� $�� ��� ���������� 
����� #�� b $� �
������
� ��������� ������� �
�� �
��� ������ � ������������ ��%�������$�� ��������

V ��� ��� ����� K∞ ��������� α ��� α ���
 �
��� ��� ��� t ∈ R≥0 ��� ��� x ∈ R
n�

α(‖x‖) ≤V (t, x) ≤ α(‖x‖) ����%�

x ∈ H(a, b) ⇒ ∂V

∂t
(t, x) +

∂V

∂x
(t, x)f(t, x) ≤ 0, ����"�

�
��� a ������� � ������
� ���$�� ���
 �
�� α(a) < α(b)� &
��� ��� ��� t0 ∈ R≥0�

�
� ��������� �� ẋ = f(t, x) �������

‖x0‖ ≤ α−1 ◦ α(b) ⇒ ‖φ(t, t0, x0)‖ ≤ b, ∀t ≥ t0. ����#�
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e�q±TeT
�
e eq± =

1

4
ε̃�ε̃ ≥ 1

8

(
(1∓ η̃)2 + ε̃�ε̃

)
=

1

8
e�q±eq±, ��	
�

���
� ��� ���������� �
�� ��	
� �� ����� ��

1

8

(
(1∓ η̃)2 + ε̃�ε̃

)
≤ 1

4
ε̃�ε̃ ��	��

(1∓ η̃)2 ≤ ε̃�ε̃ = 1− η̃2 ��	��

1∓ 2η̃ + η̃2 ≤ 1− η̃2 ��	��

∓2η̃ ≤ 0, ��	��

��� �� ��� ���� ��� ���������� ����� ��
 eq+ ∀ 0 ≤ η̃ ≤ 1 ��� eq− ∀ − 1 ≤ η̃ ≤ 0	

��
 ����� �� �	

� ��


�� �������������� ��  �� ����

T�
e (eq±)eq± = ±1

2
ε̃ ��	!�

��� �� ��"�
��������� �� ���� ����� ��� 
��

��#��# ��� ��
��$ �� ������

Ṫ�
e (eq±)eq± = ±1

2
˙̃ε−T�

e (eq±)ėq±, ��	%�

��� �
�� ��	��&��	!� �� ���� ����

Ṫ�
e (eq±)eq± = ±1

4
[η̃I+ S(ε̃)]eω −T�

e (eq±)Te(eq±)eω. ��	'�

(�
���
��
�$ ��  �� �� �������������� ���� T�
e (eq±)Te(eq±) = 1/4I ����� ���)

������ ��� �
���	

���
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��
� ���

������� ���� �	 
���
������ �� ���� ��������� �	 ��� �������� �������
��� ����� �����
��� eq = eq+ ��� Te = Te(eq+)�

�� ����
���
 ������ ���� ��� �� ��� �������
 ��� �
���
�� S(ω)Jω = −S(Jω)ω
�� ������ ��� !�����"���� 
��������� ������!�

Jėω + (kωI− S(Jω)) eω + kqT
�
e eq = 0. ���#�

$ 
����� ���������� �������� ��%���� &������� 	��!���� !�������� �� ��%��� ��

V (x) :=
1

2

(
e�ωJeω + e�q kpeq

)
> 0, ∀ eω �= 0, eq �= 0, ����'�

���
� x = [e�q , e�ω ]
�� ��� �� ��(�
��������
 ����'� ��� ����
���
 ���)� ��� ���#�

�� ������

V̇ = e�q kqTeeω + e�ω (S(Jω)− kωI) eω − e�ω kqT
�
e eq, ������

���
� ��� %
�� ��
� �	 ��� ��!��� ��
� �� �������� ������ �� *�
� ��!���� S (Jω) �� �
�+��"������
�! ���
�,� ���� �� ���� ��� �
���
�� x�S(y)x = 0 	�
 ��� x,y ∈ R3�
���!� ����� ��

V̇ = −e�ω kωeω . ������

-��!�� 	
�� ������
� &������� ����
��� .��� �/������ �''��� �� 	������ ���� ���
�������
��� ����� (eq, eω) = (0,0) �� ���	�
��� ������ �01�� �� ��� ����� ���
����
�� �	 2��
���� �3���
�� $���� ��� ���
� �� ���
���!��
 �� ��,����
� 	��!����

W (x) := e�q TeJeω, ������

���!� �� !��������� ��� ���	�
��� ������� �� !����!�� �	 ��� ������ 3�� �����
���� ��
������� �	 W (x) ����
 !�����"���� �
�4�!��
��� ������

Ẇ =ė�q TeJeω + e�q ṪeJeω + e�q TeJėω ������

=e�ωT
�
e TeJeω + e�ωG

�Jeω − e�q Te

[
(−S(Jω) + kωI) eω + kqT

�
e eq

]
, ����)�

���
� &���� ��� ��� �������� �� ��� ��
�	� ���� Ẇ (x) �� ���"*�
� ��%���� ��
��� ��� E = {x ∈ S3

e+ × R3 : V̇ (x) = 0} = {x ∈ Se+
3 × R3 : eω = 0}5 �� ���� ���

����
�� ����

eω = 0 ⇒ Ẇ = −e�q TekqT
�
e eq. ����6�

�� ����+��
 &���� ��� ��� ��������
 &������� �

������ �� %�� ���� ��� !�����"
���� ������ �� �������� ���#� �� ���	�
��� ���������!���� ������ �0$1� �� ���
�������
��� ����� (eq, eω) = (0,0)�

3�� �
��	 	�
 ��� ��
����� �������
��� 	������ ���	��
 ���	���
�

���
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��� ����� �����	
 ����
 ��� ����
 �� �����
����� ��� ����� ������ 	���� ����
 ��

V̇ = −e�ω kωeω ≤ 0 ������


� ��� ���
�� �� ��� 
�
��� �
 ��������� 
����� ��� ��� �����������
 ��� ��������
��� ��
� �� ��� ����� ���
�
�
 �� 
��	��
 ���� ��� ��
����� �����
 ��� ���  �������
����!��
 �����
 ��� 
"����#����
������ ���� �� 
�$��
 �� �� �!� ��������� �� ���%
�&&�% '���� ���

'�� V(t) = V (eq(t), eω(t)) ��� x(t) = [eq(t)
�, eω(t)

�]�� ����% ���� ������ 	�
������ �� ����
�����
 �� ���� 
���
∫ t

t0

V̇(s)ds = −
∫ t

t0

e�ω (s)kωeω(s)ds ����(�

−V(t) + V(t0) = kω

∫ t

t0

‖eω(s)‖2ds. ����)�

*���� −Vl(t) ≤ 0 	� ��� 	����

kω

∫ t

t0

‖eω‖2ds ≤ V(t0) =1

2

[
e�ω (t0)Jeω(t0) + e�q (t0)kqeq(t0)

]
≤max{jM , kq}‖x(t0)‖2, ����&�

��� ���
 ∫ t

t0

‖eω(s)‖2ds ≤ c1‖x(t0)‖2, ������

	���� c1 = max{jM , kq}/kω� +�	 ��� W(t) = W (eq(t), eω(t)) 
��� ����

W(t) = eq(t)
�Te(t)kqJeω(t), ������

��� �� ��,����������� 	� ������

Ẇ(t) = ė�q (t)Te(t)kqJeω(t) + e�q (t)Ṫe(t)kqJeω(t) + e�q (t)Te(t)kqJėω(t). ������

�� �������
 '���� ��� ��� ��
�����
 ���-� ��� ���)� ���� ������ 	� ������

Ẇ(t) =e�ω (t)T
�
e (t)Te(t)kqJeω(t) + e�ωG

�(t)kqJeω(t) ����.�

−e�q (t)Te(t)kq
[−S(Jωb

i,b(t)) + kωI
]
eω(t)− e�q (t)Te(t)k

2
qT

�
e (t)eq(t)

≤− c2‖eq‖2 + c3‖eω‖2 + c4‖eq‖‖eω‖,

	���� c2 = k2q/4% c3 = kqjM‖G�(t)‖% c4 = kq/2
(
‖S(Jωb

i,b(t))‖ + kω

)
��� ‖G�(t)‖ ≤

1/4� ��� ��
� ���� �� ����.� ��� �� ��	������ �


c4‖eq‖‖eω‖ ≤ κ‖eω(t)‖2 + c24
κ
‖eq(t)‖2, ����-�

���



�� �������	 
���
�

��� �� ����	
�� κ � 1 	��� 
��
 c2 > 2c24/κ� �� ��
�
�

Ẇ(t) ≤ −c2/2‖eq(t)‖2 + (c3 + κ)‖eω(t)‖2. ������

�� �����
�� 
�� 	��� �
�� �� �������
	 �	 
� ������������� ��� 
�� ���

� �������
������ ��� �� �!���		�� �	

W(t0) + (c3 + κ)c1‖x(t0)‖2 ≥ c2
2

∫ t

t0

‖eq(s)‖2ds. ����"�

�� 
�	��

�� 
�� ����� �����

‖W(t0)‖ ≤max{kq, jM}‖eq(t0)‖‖eω(t0)‖
≤max{kq, jM}‖x(t0)‖2 ������


�
� ����"�� 
�� �!���		
�� ��� �� ��


�� �	∫ t

t0

‖eq(s)‖2ds ≤ c5‖x(t0)‖2, ����#�

����� c5 = 2 (max{kq, jM}+ (c3 + κ)c1) /c2� $� �������� ���� %���� & �� �'���

���� �� ���� ����� 
��
 
�� ��
�
� 
	 ��
������ �!�����

���� 	
�����

��� ����� �� �	
��
� ��


$

���
 ��		 �� �������

�� �� 	��� 	
��
�

� �� 
�� ��	


(� � �
�
��
�� ��
�
 �����
��
 eq = eq+ ��� Te = Te(eq+)�

)�� ���	������� � ��

��	 ���

ẋ :=

[
ėq
ṡ

]
=

[
Tes−TeγT

�
e eq

J−1
{
[S(Jω)− kωI]s− kqT

�
e eq
} ] . ���&��

*��	
��� 
�� ���
���� ���������� ��	


(� ��+�

� %������( ����

�� ����
��
�

V (x) =
1

2
s�Js+

1

2
e�q kqeq > 0 ∀ s �= 0, eq �= 0, ���&��

��
�� 	�

	+�	

V̇ = s�Jṡ+ e�q kq ėq. ���&��

�� 
�	��

�� ���&�� 
�
� ���&�� �� ���
��� ��
�
�

V̇ =s�S(Jω)s− s�kωs− s�kqT
�
e eq + e�q kqTes− e�q TeγkqT

�
e eq ���&&�

=s�S(Jω)s− s�kωs− e�q TeγkqT
�
e eq ���&,�

��� �����	� �� 
�� 	-���	����
�� �� S(·) �� ��
�
�

V̇ = −s�kωs− e�q TeγkqT
�
e eq ���&.�

���



���� ����� �� �	
��
� ��


����� ������	 
	��� 
���� ���� ����

V̇ ≤ −s�kωs− e�q
γkq
8

eq . ������

��� ����� �	 ��������� �������� 	������� 
���
��� ������ ���
����	�  ��� !	"
	
������ ��� �� ���� ���� βj ≤ ‖J‖ ≤ βJ � 
��

c6 := 1/2min{kq, βj} ����#�

c7 := max{kq, βJ} ����$�

c8 := min{γkq/8, kω}, ����%�

����� ���� ������ �� ���� c7
[‖s‖2 + ‖eq‖2

] ≥ V (x) ≥ c6
[‖s‖2 + ‖eq‖2

]
���� ��"

������ ���� ������ �� �&���� V̇ ≤ −c8/c7V (x)� ��� ��	
�� ������	 ��������� ����
eω = γT�

e eq − s�
��� ����� ��� ��� �������� �'
���&��
� ������	 ������� ���������

��� ����� �� �	
��
� ��


(����
� ��		 �� ����������� �� 	��� 	��&����� �� ��� ��	����� �'
���&��
� ����� �	
	�
��� eq = eq+ ��� Te = Te(eq+)�

��� ������� ��� ����#�� �����&� ��� ������� �� ���	��"���� ���� ��� 	�	��� �)�$)�
��� �)�$�� ��� &� �*���		�� �	[

ėq
ṡ

]
=

[
Tes−TeγT

�
e eq

J−1
{
[S(Jω)− kωI]s − kqT

�
e eq + τ d

} ] . ���+,�

�� 
����-��� ��� 
���
��� �
������ ��������� ����)�� �� �&���� ��� ���������� �����
���	��"���� ���.�������	

V̇ ≤ −x�Qx+ ‖x‖βd ���+��

����� Q = diag{γkq/8I, kωI} ����� �	 ��	����� ��/����� ��
	� V̇ < 0 ����
‖x‖ > δ = βd/qm ����� qm �	 ��� 	�����	� ��������
� �� Q� ����� ��� ���	��"
���� ���.�������	 �������� ���� ��� &��� �� ������� ���������	 �� ��� 	���� 	���� ��
� &��� �� ���	� �������� �� ��� ������ �� ����
	 δ ����� ��� &� ���
��� &� ������	���
��� ���������� ����	�  
����������

lim
δ→0

κ(δ)δp

κ(δ)
= lim

δ→0

max{kq, βJ}δ2
1/2min{kq, βj} = 0 ���+)�

	���	 ���� ������� !��, �	 �
�/����� ����� ����	 �� 
������ ��������� �*���������
	��&����� ���� θ = [kq, kω]

� �	 �
���� ����������
��� ����� ��� ��� �������� �'
���&��
� ������	 ������� ���������

��� ����� �� �	
��
� ���

 ��	���� �� �&	���� ���� ����� 	��&����� �� ������ �'
���&��
� ������	 ���� ��� ����� ��
������� ��+� ��� ���� ��� ����� �� ����������� �����	 �� ������� !��� (����
� ��		

���



�� �������	 
���
�

�� �������	
�� 
� ���
 �
��	�	
� �� 
�� ���	
	�� ���	�	��	�� ��	�
 ����� ��
 eq = eq+
��� Te = Te(eq+) ��� ����� x = [e�q , s

�]�� �� ����� ������� ��� 
	
� x = x

������ ��
 f ����
� 
�� �������	�� �� 
�� �	��
����� �	�� ��  !�"#$� ��� ����	���

�� ����	
� ����
	�� ρ : S3

e × R
3\{x = 0} → R≥0

ρ(x) =

[
1

2

(
e�q kqeq + s�Js

)]−α

, α > 2.  !�%"$

���
 	�� 
� ���� ρ(x) = V (x)−α 
���� V : S3
e ×R3 → R≥0 	� ������ �� 	�  !�"&$�

'	��� V (x) = O(‖x‖2) ��� ρ 	� 	���������
 �� t 
�� 	�
�����	�	
� ����	
	�� �� ρ
����� ����	��� 
��
 α > 2� (
 	� ���
 
� ���
 
��


[∇ · (fρ)](t,x) > 0 ∀t ≥ 0, a.a. x ∈ S3
e × R

3.  !�%%$

�� 	� 
�� ���
 �
��� �� 
�� ����� ��  )��
*��� +##&� ,�����	
	�� &$� 
� �����

∇ · (fρ) = ∇ρ · f + (∇ · f)ρ
= (∇ · f)V −α − αV −(α+1)∇V · f
= V −(α+1) [(∇ · f)V − α∇V · f ] .  !�%-$

��� �	��
����� �	�� �� 
�� ����	��� �����	
� 	� ���	
	�� 	� ��� ���� 	� �� 	� 
�� ���
	� ����.�
�� /�
 �� ���
 
�	�� 0� ��� ���� 
� ����

∇V · f = −s�kωs− e�q TeγkqT
�
e eq.  !�%�$

0� 
�� �
�����
[∇ · f ](t,x) = ∇(eq) · ėq +∇(s) · ṡ,  !�%1$


����

∇(eq) · ėq =∇(eq) · (Tes− γTeT
�
e eq)  !�%2$

=
1

2
∇(eq) ·

⎛⎜⎜⎝
⎡⎢⎢⎣

ε̃x ε̃y ε̃z
η̃ −ε̃z ε̃y
ε̃z η̃ −ε̃x
−ε̃y ε̃x η̃

⎤⎥⎥⎦ s
⎞⎟⎟⎠− γ

4
∇(eq) ·

⎛⎜⎜⎝
⎡⎢⎢⎣

ε̃2x + ε̃2y + ε̃2z
η̃ε̃x
η̃ε̃y
η̃ε̃z

⎤⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎠

=− 3γη̃

4
.  !�%3$

4��������

∇(s) · ṡ = ∇(s) · (J−1{[S(Jω(t))− kωI]s− kqT
�
e eq}).  !�-#$

����� ��	�� ω(t) = s+ ωr(t) 
� ��
�	�

∇(s) · ṡ = ∇ · (J−1{[S(Js) + S(Jωr(t)) − kωI]s− kqT
�
e eq})  !�-&$

��� ���� ��� 	�
���
�� t� x ��� ���������� �
 ��� 
��	���
�
����� 	
 	���� �� 
��	���
 �� ����� �� ��� 
�	���
� 	
� ��� ������ ���� ������� �� ����� ���

��
����
 �� ������
��	��� ��
��� �� ����� ∇(x) · f(x, y) = ∂f(x,y)
∂x

�

���



���� ����� �� �	
��
� ��


��� �����

∇(s) · S(Js)s = 0 �	
��


∇(s) · S(Jωr(t))s = 0, �	
��


�� ��� ����
∇(s) · ṡ = −3ckω, �	
��


����� c := (1/Jx + 1/Jy + 1/Jz)
 ����������

[∇ · f ](t,x) = −3(
γη̃

4
+ ckω). �	
��


����� �	
��
� �	
��
 ��� �	
��
 �� ��� ����

[(∇ · f)V − α∇V · f ] > 0

�� ��� ���� ��

−3

2

(γη̃
4

+ ckω

)[
s�Js +

1

2
e�q kqeq

]
+ α
[
s�kωs+ e�q TeγkqT

�
e eq

]
> 0.

�� ���� �� ��
� 
 �� ��� ���� ��� !�����"� ���#"����� ����� ��� �"$������� �����
���"�� �� α ��� !������� ���� x �= 0 ������ ������!��� �� ��� ��� �#"���%���


&�������� �� ������' &
� ��� !����� �� S3

e × R3 �(��!� ��� � ��� �� '���"�� )����
�������� ��� �	
� 
 ���� Te = Te(eq+)� ���"����� ���� �������� ���'!��������� ��
(eq+, eω) = (0,0)
 �� �� ������� ���� ��� �"�� �#"���%��"' (eq−, eω) = (0,0) ����
��������� ���*�������� � ���*������ ����� ���� ��� �������� �� (eq+, eω) = (0,0)


��� ����� �� �	
��
� ��


+����"� ���� �� ����������� �� ���� ���%����� �� ��� !������� �#"���%��"' !���� �����
��� eq = eq+ ��� Te = Te(eq+)


��� ������,���! ����'��� ���� ���"��� ���' �"%����"���� ��
�-
 �� ��
-�
 ��

ėω = J−1
[
S(Jω)eω − kpe

k1e
�

q eqT�
e eq − kde

k2e
�

ω eωeω

]
. �	
��


.������� ��� �������� "�%�"���� ��� !������� ��/���� 0��!"��� �"������ ���������

V (x) :=
1

2

[
kp
k1

(
ek1e

�

q eq − 1
)
+ e�ωJeω

]
> 0 ∀ eq �= 0, eω �= 0, �	
�1


���� ����� ��� "!!�� %�"���

κ(‖x‖) = 1

2
min{kp

k1
, βj}‖x‖2 �	
�-


κ(‖x‖) = 1

2
max{kp

k1
, βJ}

(
ek1‖x‖

2 − 1
)
, �	
�2


���



�� �������	 
���
�

����� x = [e�q , e�ω ]
� ��� βj ≤ ‖J‖ ≤ βJ ��	
 ���

���	� ���� ��� �	��� ��
�

���������� 	� V (x) ��	�� ��� ��	�����		� �������	���� ��������� �� ����� ��� ���� �
������

V̇ =kpe
k1e

�

q eqe�q Teeω + e�ωS(Jω)eω

− e�ω kpe
k1e

�

q eqT�
e eq − e�ω kde

k2e
�

ω eωeω ��� !�

=− e�ω kde
k2e

�

ω eωeω ��� "�

≤− e�ω kdeω ≤ 0 . ��� #�

����� �� ���� ������� ���� k2 > 0 ��� S(Jω) �� �$�����

������ %� �	���
��
���� ��� �&
������

 �	��� (eq, eω) = (0,0) �� 
���	�
�� ������ ��� ��� �	�
��	��
��� 
���	�
�� �	
�����

'	� 
���	�
 ���
��	��� ��������� �� ���	$� (���	�	�)� ���	��
 �� ����	�
���
�� ���	��
 ��*� �	 ���� ���+ �� ����	�
�� ��� �
,������ �
����	�

W (x) := e�q TeJeω ��� ��

����� �� �	����
	
� ��� 
���	�
�� �	
���� 	� �	
����� 	� ��� ������ ��� �	���
��
� ���������� 	� W ��	�� ��	�����		� �������	���� ������

Ẇ =ė�q TeJeω + e�q ṪeJeω + e�q TeJėω ��� *�

=e�ωT
�
e TeJeω + e�q ṪeJeω

− e�q Te

[ (
−S(Jω) + kde

k2e
�

ω eωI
)
eω

+ kpe
k1e

�

q eqT�
e eq

]
. ��� ��

%� �	� ������ ���� Ẇ �� �	��-��	 ��.���� 	� ��� ��� E = {x ∈ S3
e+ × R3 : V̇ =

0} = {x ∈ S3
e+ × R3 : eω = 0}� �	 ���� ��� 	������ ����

eω = 0 ⇒ Ẇ = −e�q Tekpe
k1e

�

q eqT�
e e, ���  �

��� �� �������� /�

� ��" �� 	�����

Ẇ ≤ −e�q
kp
8
eq, ��� 0�

���� ��+ Ẇ �� �	��-��	 ��.���� 	� E� 1���	�
 ���
��	��� ��������� �	��	�� ���	$���
(���	�	�)� ���	��
�

��� ��		� �	� ��� �������� �&
������

 �	��	�� ������� ���������

��� ����� �� �	
��
� ��


%���	
� �	�� 	� ����������+ �� ��	� ��������� 	� ��� �	������ �&
������

 �	��� �	
	+
��� eq = eq+ ��� Te = Te(eq+)�

��� ��	�����		� ����
��� ��� 	������� �� ��������� ���"2� ���	 �#�3�� �
�� ����

ėω = J−1
(
S(Jω)eω − kpα(‖eq‖2)T�

e eq − kdβ(‖eω‖2)υ(‖eq‖2)eω
)
. ��� 3�

���



���� ����� �� �	
��
� ��


� �������� �	
��	���
 �������� ���	��� �����	�� ��	����	 ��	������ �� ���	�� ��

V (x) :=
1

2

[
kpξ(‖eq‖2) + e�ωJeω

]
> 0 ∀ eq �= 0, eω �= 0, ������

����� ξ(‖eq‖2) �� ������	���
�� �	� 
���	�� �� ����� K∞ ���� � �����
 !""!��
 �	�
��� ��� �#$ 
� 
��	��� �� κ(x) ≤ V (x) ≤ κ(x)
 �����

κ(x) =
1

2
min{kp, βj}min{ξ(‖x‖2), ‖x‖2} ���%"�

κ(x) =
1

2
max{kp, βJ}max{ξ(‖x‖2), ‖x‖2}, ���%&�

���� x = [e�q , e�ω ]
� �	� βj ≤ ‖J‖ ≤ βJ ���' ����'����	 (�(� �� ������	������	

�	� �	������	 �� �(�)� �	� ����*� �� �
���	

V̇ = kpξ̇(‖eq‖2)e�q Teeω + e�ωS(Jω)eω ���%!�

− e�ω kpα(‖eq‖2)T�
e eq − e�ω kdβ(‖eω‖2)υ(‖eq‖2)eω.

+�� ����	� ���' ���������� ��	�� S(Jω) �� �,��-��''�����
 �	� 
� ������	� ξ(r)
���� ���� ξ̇(r) = α(r) �� �
���	

V̇ =− e�ω kdβ(‖eω‖2)υ(‖eq‖2)eω ���%(�

≤− e�ω kdυ(‖eq‖2)eω. ���%.�

/�	�� e�q eq = (1− η̃)2 + ε̃�ε̃ = 2(1− η̃) ≤ 2 ��� η̃ ≥ 0 �� ���� ����

V̇ ≤ −e�ω kdυ(4)eω, ���%)�

����� ��	���� ��� �0����
���' ���	� (eq, eω) = (0,0) �	����'�� ���
�� �������	�
�� ���	���� �����	�� ������'� ���� � �����
 !""!��� 1� ���	 ����� 2��������
������' ���	� �	 ��3������ ��	����	

W (x) := e�q TeJeω ���%��

����� ��� � ��������	��	� ����������

Ẇ =ė�q TeJeω + e�q ṪeJeω + e�q TeJėω ���%%�

=e�ωT
�
e TeJeω + e�ω

(
1

2
[η̃I+ S(ε̃)]− 1

4
I

)
Jeω

− e�q Te

[(
− S(Jω) + kpα(‖eq‖2)T�

e eq

+ kdβ(‖eω‖2)υ(‖eq‖2)I
)
eω

]
. ���%*�

4	 ��� ��� E = {x ∈ S3
e+ × R3 : V̇ = 0} = {x ∈ S3

e+ × R3 : eω = 0}
 ���%*� ��
������� ��

Ẇ = −e�q Tekpα(‖eq‖2)T�
e eq. ���%��

���



�� �������	 
���
�

�� �������� 	
��� �
� ��� ��
 ���� ���� α(‖x‖2) ≥ 1 ��� ��� x ∈ Rn� �
 ������

Ẇ ≤ −e�q
kp
8
eq, ��
���

���� ��� Ẇ �� �����
�� �
 ���
 �� E
 !������ ���������� ��������� ������� ��"�#���
$������"%� ��
��
�


&�
 ����� ��� ��
 �
����"
 
'(������(� ������� ������� ��������


���� ����� �� 	
����� 
��

)����(� ���� �� �
�
������� �
 ���� ��������� �� ��
 ������"
 
'(������(� ����� �	
	�
�
� eq = eq+ ��� Te = Te(eq+)


�� ���
����� ��
 ������� ��� ��
*�� ���� �*
��� �
 ������ ��
 ����
������ ������
���

ėω = J−1
(
S(Jω)eω − kpe

k1e
�

q eqT�
e eq − kde

k2e
�

ω eωeω + τ b
d

)
. ��
���

&�
 ����� ���
 �
��"���"
 �� V (x) �
 �
� �� ��
+,� ����� ��
 ����
������ ���-
�����
�
�
�
���
� �� ��
+� ��� ��
��� ��
���

V̇ ≤ −e�ω kdeω + βd‖eω‖. ��
�*�

	
� δ := βd/kd
 .��� ��
 
/��
����� ���"
� �
 ��"
 V̇ < 0 �� ‖eω‖ > δ
 0���
 V (x)
�� ������"
 �
 ���
 ��� ����
� �
 ������ ���� ‖eω(t)‖ �� ��(��
� ���� ��� ��� ���
r > 0 ��
�
 
/���� Δ(r) > 0 �(�� ���� supt≥t0‖eω(t)‖ ≤ Δ ��� ��� ������� ����������
‖x(t0)‖ < r� t0 ≥ 0


.�� ���Δ� �
� λ(Δ) > 0 �
 � �������� �� �
 �
�
����
�
 1�����
� ��
 	���(��"
�(������ ��������


V := V (x) + λW (x), ��
���

����� �� ������"
 �
 ���
 ��� ����
� ��� λ ≤ 1 ���� W (x) �� �
 �
� �� ��
2��
 3��
����� ���
 �
��"���"
 ����� ��
 ����
������ ���-
�����
� ��
���

V̇ =− e�ω kde
k2e

�

ω eωeω + βd‖eω‖+ λeωT
�
e TeJeω

+ λe�q ṪeJeω + λe�q Te

[
S(Jω)− kde

k2e
�

ω eωI
]
eω

− λe�q Tekpe
k1e

�

q eqT�
e eq + λβd‖e�q Te‖, ��
�4�

��� �� �������� 	
��� �
*� �
 ������

V̇ ≤ − e�ω kde
k2e

�

ω eωeω +
λ

4
eω[η̃I+ S(ε̃)]Jeω

+ λe�q Te

[
S(Jω)− kde

k2e
�

ω eωI
]
eω

− λe�q Tekpe
k1e

�

q eqT�
e eq + 2βd‖x‖ ��
�+�

=− x�Px+ 2βd‖x‖, ��
�2�

���



����� ����� �� 	
����� 
��

����� �� ������ P := [pij ], i, j = 1, 2 ��	�

p11 = λTekpe
k1e

�

q eqT�
e 
��
��

p12 = p�
21 =

λ

2
Te

[
kde

k2e
�

ω eωI− S(Jω)
]

p22 = kde
k2e

�

ω eωI− λ

4
[η̃I+ S(ε̃)]J

��	��� 	��	 ��� ��� ‖eω‖ ≤ Δ ��� ‖ωd‖ ≤ βωd
���� ������	��� ��� ����� ����

����� 	�� �������	� ���� �� ���� 	�� �������  �����	��� ω = eω + ωd ��	���� 	��
!���� ‖ω‖ ≤ Δ + βωd

:= Δ̃� ��� 	��������� ‖S(Jω)‖ ≤ βJΔ̃� ��"	� �� ���
2|ab| ≤ a2 + b2 ��� ��� a, b ∈ R 	� �!	���

x�Px ≥ (p11,m − p12,M )‖eq‖2 + (p22,m − p12,M )‖eω‖2 
��

�

����� pij,m ��� pij,M ����	� ����� ��� ����� !����� �� 	�� ������� ����� �� 	��
��!#!���$� pij �� P ������	� ���� %����� ��������

p11,m ≥ 2p12,M , p22,m ≥ 2p12,M , 
��
&�

�����	� ��

x�Px ≥ 1

2

(
p11,m‖eq‖2 + p22,m‖eω‖2

)
. 
��&'�

(� ������ 
��
&� �� ���� 	� ������

λ ≤ 4kd

βJΔ̃ + kdek2Δ2 + βJ

kp ≥ 2
[
βJΔ̃ + kde

k2Δ
2
]
, ������

��	
�

V̇ ≤ −pm‖x‖2 + 2βd‖x‖, ������


���� pm > 0 �
 � 	������ ��
�� ��	�� �� ��� 
�����
� ��������	� �� P(·)� ���
���������� V̇ < 0 ��� ��� 
����
 
	�� ���� ‖x‖ > δ′ := 2βd/pm� ���� ���� pm
������
 �� ��� ���������� ����
 ������������� ����� ��� ���
�� ���� ���!�������


�
��� �������� ���� ��� ���� �� ������� ���������
 �� ��� 
���� 
���� �� � ����
�� ���
� �������� �� ��� ������� �� ����	
 δ′� "�������� ��� ������ ��� �� ���	���
�� 
��� �� ������
��� ��� ������� ����
� #� �����	�� ���� ��� �$	������	� �����
(eq, eω) → (0,0) �
 	�������� ����������� �
������������ 
������

���� ���� 	
��� ��� ������	������ �� ���%%� �
 ���
�������� ������� �� ��	��

�� ��� ���������� ����
� &� 
� ��
���� ����� '���� (�� �� ���%)�� p11 �� ���%*� �

�+���

�� �


p11 =
λ

8
kpe

k1e
�

q eqI ����(�

���



�� �������	 
���
�

����� ������ �� 	
������ ��
���� ����� λ, kp > 0� �
�� �� �		�� ������ �
�	������
��
�� ��� �
���
�� ����� ��� �� ���� ����

p22 �p�
12p

−1
11 p12

−λ

4
[η̃I+ S(ε̃)]J �λ

2
[kde

k2e
�

ω eωI+ S(Jω)]T�
e �!��"�

× 8

λkpe
k1e�

q eq
I
λ

2
Te

[
kde

k2e
�

ω eω I− S(Jω)
]

kde
k2e

�

q eqI �λ

4

{
[η̃I+ S(ε̃)]J+

2

kpe
k1e�

q eq

×
[
kde

k2e
�

ω eωI− S(Jω)
] [

kde
k2e

�

ω eωI− S(Jω)
]}

�!����

=
λ

4

{
[η̃I+ S(ε̃)]J+

2

kpe
k1e�

q eq

[
k2de

2k2e
�

ω eω + S2(Jω)
]}

, �!��#�

��� $� ��%��& ��� �
�� 
� ���� ���� 
' �!��#�� �!��"� �� '��
���� �' �� ��

��

λ <
4kd

βJ + 2
kp
(k2de

2k2Δ2 + β2
JΔ̃

2)
. �!��(�

��� $� '
��
���& ��� ���� ����� �� �$
��� �� 
$���� ������� ���$����� ������� ����
��
����������& ��� &���� ����� λ �� � ����&� 	���������

)�� 	�

' '
� ��� ��&����� � ����$���� '
��
�� ������� ���������

���� ����� �� �	
��
� ���


*� ����� $� �
��������& ��� 	
������ � ����$���� 	
��� ���� ���� eq = eq+ ���
Te = Te(eq+)� !� ��������& ��� �
���
� ��� �+�,�� ���
 �,��+� �� 
$���� ��� ��
���-
�

	 ��������

ėω = J−1
(
S(Jω)eω − kpα(‖eq‖2)T�

e eq �!����

− kdβ(‖eω‖)υ(‖eq‖2)eω + τ b
d

)
. �!����

)�� �
��� ���� ���������� 
' V (x) ��
��� �� �!�#�� ��
�& ��� ��
���-�

	 ���.���
����
&�������� $� �+��� ��� �!���� ������

V̇ ≤ −e�ω kdυ(4)eω + βd‖eω‖. �!��//�

0��
����&��� V̇ < 0 '
� ‖eω‖ > βd/(kdυ(4)) := δ� ��� �� βd ���������� �� ��� $�
�
���������� $� ���������& ��� �
���
���� &��� kd� 
� �� 
���� �
���1 &���� ��� δ
��� βd� ��

���& kd > βd/(δυ(4)) ������� ���� V̇ (x) < 0 ����� ‖eω‖ < δ ���� ����
��� ����� �� ������� ������ ��� 
	�� $��� Bδ� ����� V �� 	
������ ��
���� ��� 	�
	��
�� 
$���� ���� ‖eω(t)‖ �� $
����� ���� ��� '
� ��� r > 0 ����� �2���� Δ(r) > 0 ����
���� supt≥t0‖eω(t)‖ ≤ Δ '
� ��� ������� �
�����
�� ‖x(t0)‖ < r� t0 ≥ 0� 3
� ��� Δ�
��� λ(Δ) > 0 $� � �
������ �
 $� ����������� 4
������ ��� 534

V(x) =V (x) + λW (x) �!��/��

���



����� ����� �� �	
��
� ���


����� W (x) �� ���	�� �	 
��
��� �� ������	������	 ���	� ����������� �������������
�� �����	

V̇ =− e�ω kdβ(‖eω‖)υ(‖eq‖2)eω + βd‖eω‖
+ λeωT

�
e TeJeω + λe�q ṪeJeω

+ λe�q Te

(
S(Jω)− kdβ(‖eω‖2)υ(‖eq‖2)I

)
eω

− λe�q Tekpα(‖eq‖2)T�
e eq + λβd‖e�q Te‖. 
������

�� �	�����	� Ṫeeq = G(q̃)eω� ����� G(q̃) = 1/2[η̃I + S(ε̃)] − I/4� �	� 	����� ����
‖T�

e Te‖ = I/4 �	� ‖eqT�
e ‖ ≤ ‖eq‖� �� �����	

V̇ ≤ − e�ω kdβ(‖eω‖2)υ(‖eq‖2)eω+
λ

2
eω[η̃I+ S(ε̃)]Jeω

+ λe�q Te

(
S(Jω)− kdβ(‖eω‖2)υ(‖eq‖2)I

)
eω

− λe�q Tekpα(‖eq‖2)T�
e eq + 2βd‖x‖ 
���� �

=− x�Px+ 2βd‖x‖, 
����!�

"�� λ ≤ 1� �	� ����� P = [pij ], i, j = 1, 2 ����

p11 = kdβ(‖eω‖2)υ(‖eq‖2)I− λ

2
[η̃I+ S(ε̃)]J

p12 = q�
21 =

λ

2
Te

[−S(Jω) + kdβ(‖eω‖2)υ(‖eq‖2)I
]

p22 = λTekpα(‖eq‖2)T�
e . 
����#�

$�	�� ω = eω +ωd� �	� ���� ‖eω‖ ≤ Δ �	� ‖ωd‖ ≤ βωd
��� ��%	���� �� ��	��%��

���� ����� �&���� � ��%	� ‖ω‖ ≤ ζ(Δ, βωd
) �	� ��%� ‖S(Jω)‖ ≤ ζ̃(Δ, βωd

)� '� �	�
� (%������� %�������%	� �	 −x�Px �� %�� 2|ab| ≤ a2 + b2 "�� �	� a, b ∈ R ��
�����	

x�Px ≥ (p11,m − p12,M )‖eq‖2 + (p22,m − p12,M )‖eω‖2 
������

����� pij,m �	� pij,M ��	���� ����� �	� %���� ��%	�� �	 ��� �	�%��� 	��)� �"
��� �%�)������� qij � ��������*���� �� �	�%�� ����

p11,m ≥2p12,M

p22,m ≥2p12,M , 
����
�

���%���	� �	

x�Px ≥ 1

2

(
p11,m‖eq‖2 + p22,m‖eω‖2

)
. 
����+�

'� "%���� 
����
� �� 	��� �� ������

λ ≤ 2kdυ(4)

ζ̃(Δ, βd) + kdβ(Δ2) + βJ

kp ≥ 2
[
ζ̃(Δ, βd) + kdβ(Δ

2)
]
, 
����,�

���



�� �������	 
���
�

��� �����

V̇ ≤ −pm‖x‖2 + 2βd‖x‖, ��	

��


���� pm �� ��� �������� ���������� �� P	 ������������ V̇ < 0 
��� ‖x‖ > δ′ =:
2βd/pm� ���� ���������� ��� ���������� ����� 
��� ������ ���� ��� ������ �� ��� �������
���� ������ 
��� �������� ���� ��� ����
�� ������� ���������� �� � ���� �� �����
�������� �� ��� ������� ��� ���� ���� ��� �� ���������� ����������� �� ���������� ���
���������� ������ ��� ���� �������� ���� ��� ����������� ����� (eq, eω) → (0,0) ��
 !�"	

#�� ����� ��� ��� �������� ����������� �����
� ������� ��������	

���� ����� �� 	
����� 
���

$������ ���� �� ����������� 
� ���
 ��������� �� ��� �������� ����������� ����� �	
	�
��� eq = eq+ ��� Te = Te(eq+)	

$� ����� �� ����������� ��� ����� ��������	 $� ����

eω = ωb
i,b − ωb

i,d ��	


�

ėω = ω̇b
i,b − ω̇b

i,d, ��	

%�

��� �� ��������� �%	&'���� �'	%(� 
� ������

ėω = J−1[−S(ωi,b)Jω
b
i,b + τ a + τ d] + S(ωb

i,b)ω
b
i,d −Rb

i ω̇
i
i,d. ��	

'�

#���� 
� ������ ��� ������� ��
 �'	%)� ��� ������� ���� S(ωb
i,b)ω

b
i,d = −S(ωb

i,d)ω
b
i,b =

−S(ωb
i,d)(eω + ωb

i,d) = −S(ωb
i,d)eω �� ������

ėω =J−1[S(Jωb
i,b)ω

b
i,b + Jad − S(Jωb

i,e)ω
b
i,d − kpe

k1e
�

q eqT�
e eq

− kde
−k2e

�

q eqωb
d,e + τ d]−Rb

i ω̇
i
i,d − S(ωb

i,d)eω. ��	

(�

*�+�� 
� ��� ωb
i,b = eω +ωb

i,d� ω
b
i,e = ωb

i,b − eeω ��� ωb
d,e = ωb

d,b +ωb
b,e = eω − eeω

�� ������

ėω =J−1[S(Jωb
i,b)(eω + ωb

i,d)− S(J[ωb
i,b − eeω ])ω

b
i,d

− kpe
k1e

�

q eqT�
e eq − kde

−k2e
�

q eq (eω − eeω)− JS(ωb
i,d)eω + τ d] ��	

,�

=J−1[S(Jωb
i,b)eω + S(Jeeω)ω

b
i,d − kpe

k1e
�

q eqT�
e eq

− kde
−k2e

�

q eq (eω − eeω)− JS(ωb
i,d)eω + τ d]. ��	

-�

.�� ��� ��������� �������� 
� ����

eeω = ωb
i,b − ωb

i,e ��	

)�

ėeω = ω̇b
i,b − ω̇b

i,e, ��	

&�

���



����� ����� �� 	
����� 
���

��� �� ����	
��� �
���� ��� 
�� ��	���
��� �� ���
�� �� ��
���

ėeω =J−1[−S(ωb
i,b)Jω

b
i,b + τ a + τ d]− ż �������

− 2J−1ld[Ṫ
�
eqeeq +T�

eq ėeq].

��	
��	��	�� �� ����	
 ���
�� ��� ���
��� ��
������

ėeω =J−1[S(Jωb
i,b)ω

b
i,b + Jad − S(Jωi,e)ω

b
i,d − kpe

k1e
�

q eqT�
e eq

− kde
−k2e

�

q eqωb
d,e + τ d]− ad − J−1[lpe

k3e
�

eqeeqT�
eqeeq − kpe

k1e
�

q eqT�
e eq]

− J−1 ld
2
[ηe,bI+ S(εe,b)]eeω ����
��

=J−1{S(Jωb
i,b)(eω + ωb

i,d)− S(J[ωi,b − eeω ])ω
b
i,d + τ d

− kde
−k2e

�

q eq (eω − eeω)− lpe
k3e

�

eqeeqT�
eqeeq −

ld
2
[ηe,bI+ S(εe,b)]eeω}

=J−1{S(Jωb
i,b)eω − kde

−k2e
�

q eqeω + S(Jeeω)ω
b
i,d + kde

−k2e
�

q eqeeω

− ld
2
[ηe,bI+ S(εe,b)]eeω − lpe

k3e
�

eqeeqT�
eqeeq + τ d}. ����
��

 ��!�� 
�� �		�	 ������!� !�� �� �	�

�� �� �
�
� �"�!� ��	� ẋ = f(t,x)� x =
[e�q , e�ω , e�eq, e�eω ]

�� ��
�

f(t,x) =

⎡⎢⎢⎣
Teeω
J−1
l ξ1

Teqeeω
J−1
l ξ2

⎤⎥⎥⎦ , ����

�

���	�

ξ1 =S(Jωb
i,b)eω + S(Jeeω)ω

b
i,d − kpe

k1e
�

q eqT�
e eq ����
��

− kde
−k2e

�

q eq (eω − eeω)− JS(ωb
b,d)ω

b
i,d + τ d,

���

ξ2 =S(Jωb
i,b)eω − kde

−k2e
�

q eqeω + S(Jeeω)ω
b
i,d ����
#�

+ kde
−k2e

�

q eqeeω − ld[ηe,b + S(εe,b)]eeω

− lpe
k3e

�

eqeeqT�
eqeeq + τ d.

$�� 	��
 �� 
�� "	��� !�����
� �� ������� 
��
 
�� !����
���� �� $���	�� %��
��&��� '�
 %����"
���� ��
� ��� ��� ��# ����	�
� "���
��� 	��& �����	� βj � βJ �
βd� βωb

i,d
� βω̇b

i,d
��!� 
��
 βj ≤ ‖J‖ ≤ βJ � ‖τ b

d(t)‖ ≤ βd� ‖ωb
i,d(t)‖ ≤ βωb

i,d
���

‖ω̇b
i,d(t)‖ ≤ βω̇b

i,d
��	 �&& t ≥ t0 ≥ 0�

����� ��� ���� ��	 
���

� �
�������
��� �������� ��	������ �	 ����
� ��
� ���� ��	 �
�����
��

� ��� ������ �� ����
�	� �
� ����	�� �	��	� 
� Rn� �
�� �
� ����������� ����	 ������� �
�����
�� ��
��	� 
� ��	 �
�
�
�� 
� S3

e ��� S3
eq �

���



�� �������	 
���
�

�������� 	
� ��
����� ����	��� �
����
	�

V(x) := V (x) + λW (x) ������
�

V (x) :=
1

2

[(kp
k1

ek1e
�

q eq − 1
)
+ e�ωJeω ��������

+
( lp
k3

ek3e
�

eqeeq − 1
)
+ e�eωJeeω

]
W (x) := e�q TeJeω + e�eqTeqJeeω, ��������

�
��
 �� ����	��� �����	� 
�� ������� 
� �� �
�� ���	� �� �
�	 	� ��� ����	����
α(x), α(x) ∈ K∞ ���
 	

	 α(x) ≤ V(x) ≤ α(x)�  �� 	
� ����� ����� ����	��� ��
���	�

V(x) ≤1

2

[
kp
k1

(
ek1‖x‖

2 − 1
)
+

lp
k3

(
ek3‖x‖

2 − 1
)
+ 2βJ‖x‖2

]
+ λ2βJ‖x‖2 �����!�

≤ max

{
kp
k1

,
lp
k3

, 2βJ , 4λβJ

}(
emax{k1,k3}‖x‖

2 − 1 + ‖x‖2
)
. �����"�

�� �
�	 	� ��� 
 ����	
�	 c9 ���
 	

	 e
c9‖x‖

2 − 1 ≥ ‖x‖2 	

	 ���

c9 ≥ sup
x∈R14

ln(‖x‖2 + 1)

‖x‖2 = 1

�
��
 �� 	���� #�
�� �� 	� �����

α(x) := c10

(
ec11‖x‖

2 − 1
)
, �����$�

�
��� c10 := 2max{kp/k1, lp/k3, 2βJ , 4λβJ} 
�� c11 := max{k1, k3, 1}� %�� ��
��� 
 &�
��
	�� #���� ����� �� V(x)�  �� 	
�� �� ��'
�( 	

	(

ek1e
�

q eq − 1
)
≥ k1e

�
q eq, �����)�

�
��
 �
� �� ���� ���
##��* 	

	

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
≥ 1 + x . ����+,�

-�'�#
�#� ��� ek3e
�

eqeeq − 1 
���� �� �����

α(x) := x�pmx ����+��

�
��� pm > 0 �� 	
� �'
##��	 ��*���
#�� ��

P :=
1

2

⎡⎢⎢⎣
kpI λTeJ 0 0

λJT�
e J 0 0

0 0 lpI λTeqJ

0 0 λJT�
eq J

⎤⎥⎥⎦ . ����+��

���



����� ����� �� 	
����� 
���

����� �� ���	
��� ��� ����	 �
�� ���
���
�� �� V(x) �	��� ��� �	�����	��� ����
������
��� �� ���� ���� �� ���� ����
�� ��� ���
���
�� �� V (x)� �� ����

V̇ =− kde
−k2e

�

q eqe�ω eω + e�ωS(Jeeω)ω
b
i,d ����  !

− eωJS(ω
b
b,d)ω

b
i,d + e�eωS(Jω

b
i,b)eω

+ eeωS(Jeeω)ω
b
i,d −

(
ldηe,b − kde

−k2e
�

q eq

)
e�eωeeω

+
(
e�ω + e�eω

)
τ d.

"
��� ��� ����
� S(·) 
� 	
���� 
� 
�� ���
������ �� ���� �#������	� ��� $
		��
�
�%%%!

‖S(Ja)b‖ ≤ βJ‖a‖‖b‖. ���� &!

�' ���	'
�� ���� &!� (�
��)� 
��*
�	
�' �(�
��� �%�+! ��� ,��
���
���  �+ ���
 � �� ����

e�ωS(Jeeω)ω
b
i,d ≤1

2
βJβωb

i,d
(‖eω‖2 + ‖eeω‖2) ���� -!

eωJS(ω
b
b,d)ω

b
i,d ≤βJβωb

i,d
‖eω‖2 ���� .!

e�eωS(Jω
b
i,b)eω ≤1

2
βJ (‖eω‖2 + ‖eeω‖2)(‖eω‖+ βωb

i,d
) ���� /!

eeωS(Jeeω)ω
b
i,d ≤βJβωb

i,d
‖eeω‖2. ���� 0!

1�����
�� ��� 2�
��� ���� -!3���� 0! 
��� ����  !� ��� ���	'
�� ��� ���� ����
e�q eq < 2 ��� η̃ > 0 �� �2��
�

V̇ ≤ −φ(kd, ‖eω‖)‖eω‖2 − ψ(kd, ld, ‖eω‖)‖eeω‖2 + 2βd(‖eω‖+ ‖eeω‖), ���� %!

φ(kd, ‖eω‖) := kde
−2k2 − βJ

(
6βωb

i,d
+ ‖eω‖

)
����&4�!

ψ(kd, ld, ‖eω‖) := ldδη − kd − 1

2
βJ(2βωb

i,d
+ ‖eω‖) ����&42!

���� 
�� V̇ 
� �����
�� ���
�����
�� ��� 2�
���� ��	
�� �� eω ��� �
5�
���	' 	����
��
��� 6����� ��� ����	 �
�� ���
���
�� �� V �	��� ��� �	�����	��� ���������
�� '
�	���

V̇ ≤= −x�Q(ωb
i,b)x+ 2βd‖x‖ ����&�!

��������� Q ��	�
�� �
 �
��� ��������� ������� ωb
i,b

�������� �
�� 
�� ��	�
��
�� �
 
�� ��

��

�� ���� ��	����
 ��� ���
��� ��� �
� 
� ����� � ���������� 
�
�
��
�

���



�� �������	 
���
�

����� Q := [qij ], i, j = 1, 2, 3, 4 ����

q11 = λTekpe
k1e

�

q eqT�
e ��	
��


q12 = q�
21 =

λ

2
Te

[
kde

−k2e
�

q eqI− S(Jωb
i,b)− JS(ωb

i,d)
]

��	
��


q13 = q�
31 = 0 �������

q14 = q�
41 =

λ

2
Te

[
S(ωb

i,d)J− kde
−k2e

�

q eqI
]

�������

q22 = φ(kd, ‖eω‖)− λ

2
[η̃I+ S(ε̃)]J �������

q23 = q�
32 =

λ

2

[
kde

−k2e
�

q eqI− S(Jωb
i,b)
]
T�

eq �����	�

q24 = q�
42 = 0 �����
�

q33 = λTeq lpe
k3e

�

eqeeqT�
eq �������

q34 = q�
43 =

λ

2
Teq

{
S(ωb

i,d)J+ ld [ηe,bI+ S(εe,b)]− kde
−k2e

�

q eqI
}

�������

q44 = ψ(kd, ld, ‖eω‖)− λ

2
[ηe,bI+ S(εe,b)]J. �������


� ���� ����� ����� ��� ��� � ������� ��������� �� ����  �� eeq� 
� !��!���� ����
����� �"��� ��#�� ��� ����� $����� qij,m ��� qij,M �� ��� ����� � ��� ��$%$��!&�
qij � Q �����!��'����

(�"�) #� ����� 2|ab| ≤ a2 + b2  �� ��� a, b ∈ R �� �$����

x�Qx ≥(q11,m − q12,M − q13,M − q14,M )‖eq‖2 �����*�

+ (q22,m − q21,M − q23,M − q24,M )‖eω‖2
+ (q33,m − q31,M − q32,M − q34,M )‖eeq‖2
+ (q44,m − q41,M − q42,M − q43,M )‖eeω‖2

��)  �� ��+!������ ����� qii,m) #� ��'�

x�Qx ≥ 1

2
(q11,m‖eq‖2 + q22,m‖eω‖2 + q33m‖eeq‖2 + q44m‖eeω‖2). �������

(�#)  �� ��� ��'�� Δω ��� eω ≤ Δω� ,��!� ωb
i,b = eω + ωb

i,d �����-�� ‖ωb
i,b‖ ≤ Δ

#��� Δ := Δω + βωb
i,d

� .�  ����#� ���� ������� ����� � ) ��-����

k	p :=2βJΔ, �������

l	p :=2
[
βj(Δ + βωb

i,d
) + ld

]
, �������

#� ������ kp > k	p) lp > l	p) ���

λ ≤min

{
φ(kd,Δω)

kd +
1
2βJ (1 + 2Δ+ βωb

i,d
)
,

ψ(kd, ld,Δω)

kd +
1
2βJ(1 + 2βωb

i,d
+ ld)

, 1

}
.

���



����� ����� �� 	
����� ���


�����
V̇ ≤ −qm‖x‖2 + 2βd‖x‖, ���	
��


���� qm(Δ) > 0 �� � ��
�� ����� �� ��� �������� ���������� �� Q(Δ)� ���
���������� V̇(x) < 0 ��� ��� x ∈ H := {x ∈ S3

e+ × R3 × S3
eq × R3 : δ ≤ ‖x‖ ≤ Δ}�


���� δ := 2βd/qm�
��������� �� ��������� ��� ��� �� !""#� ������� 	"� 
� �����$ ��� ���
�� ���%

������� �� α−1 ◦α(s) ��� α−1 ◦α(s)� &���� ��$ '������� ��������� δ	� Δ	 ���� ����
δ	 < Δ	� ����� �(��� ������� ����� ���������� 0 < δ < Δ ���� ����

α−1 ◦ α(δ) =
√

c10(Δ)
(
ec11δ2 − 1

)
pm

≤ δ	 . ���	
)�

���� ����� ������� δ ��������� 
���� c10 ��� pm �������� ������������$ 
��� ���
������ ��� c11 �� ����'������ �� δ� c10 ��� pm� *� ��� ����� ����� Δ� c10 ��� pm
��$ �� ��������� 
��� ��� ������� ����� �� ������$

α−1 ◦ α(Δ) =

√√√√ ln
(

pmΔ2+1
c10(Δ)

)
c11

≥ Δ	 ���	
#�

+� ����,� ��������� ��� ��� �� !""#� ������� 	"� �� �������� ���� ��� �-�����%
���� '���� (eq, eω, eeq, eeω) = (0,0,0,0) �� ��� ������ ���' �$���� �� ��������$
'���������$ ��$�'��������$ �������

��� '���� ��� ��� �������� �-��������� (eq−, eω, eeq, eeω) = (0,0,0,0) �����
�
������� ���������

���� ����� �� 	
����� ���


+������ ���� �� ���������$ ��� eq = eq+� Te = Te(eq+)� ��� x := [e�q , e
�
ω , e

�
eq, e

�
eω ]

��
��� ����� �$������ ��,�� ��� ���� ẋ = f(t,x) ���� ���	!!�.���	!/�� ��� ��� ����
�� ��� '���� �������� �� ���
��� ���� ��� ���������� �� ��������� ��� ��� �� !""#�
������� 	"� ���� ���������� �� ��� ������ �� ���������

��� �����'����� 0�!� 0�0 ��� 0�/ �������� '������� ���� ������� βj � βJ � βd� βωb
i,d

�

βω̇b
i,d

���� ���� βj ≤ ‖J‖ ≤ βJ � ‖τ b
d(t)‖ ≤ βd� ‖ωb

i,d(t)‖ ≤ βωb
i,d

��� ‖ω̇b
i,d(t)‖ ≤

βω̇b
i,d

��� ��� t ≥ t0 ≥ 0� &���� ��$ δ� δη� a ��� b ��� ���� �������� � ��� R �� ��

��� ��������� ��� �������� ��� �$�'���� �������� ��������� V : R → R�

V(x) = V (x) + λW (x) 
���� ���	
1��

V (x) =
1

2

[(kp
k1

ek1e
�

q eq − 1
)
+ e�ωJeω ���	
1��

+
( lp
k3

ek3e
�

eqeeq − 1
)
+ e�eωJeeω

]
W (x) = e�q TeJeω + e�eqTeqJeeω, ���	
1��


���� 
� 2�� ��������� α, α ∈ K∞ ���� ���� α(x) ≤ V(x) ≤ α(x) ���������
�� ���	0	� ��� ���	0	�� 3�
 
� �������� ��� ����� ���� ���������� �� V �����

���



�� �������	 
���
�

��� ������	���
 ���
�������� ��������� �������� ������������ �� �

����� ��������
�������  � ������ �����!������"#�� ���  � ��� ���� φ ��� ψ ��� 
�����$� ��%����
&�� ��� ‖eω‖ ∈ [0, a) ��� ηe,b ≥ δη� ������� ������ ���
�������� ��� ���� ���
����� ���� ����$���$� �& V ����� ��� ������	���
 ���
�������� ������ ����"��  ���
Q = [qij ], i, j = 1, 2, 3, 4 �� �� ����"'���������� (� ����� ���� ����� �)��� �� ��
��� �

�� ������ qij,m ��� qij,M �� ��� ����� �& ���� ���	����* qij �& Q� +���
&���� � ����� ,����
����� ��' ��� ���� &�� ��� x ∈ R ��� �� $�� �& -���� ���
������� ����

e�q TeT
�
e eq ≥ 1

8
e�q eq, ����.#�

 ���� �� ��
���� �� ��� /��������� ����������� ��� ‖eω‖ ∈ [0, a) ��� ,����
����
��' ��
�� ���� ωb

i,b = eω+ωb
i,d �����%�� ‖ωb

i,b‖ ≤ Δ  ���Δ := Δω+βωb
i,d
� +����&����

��� ����� &���� � �� �

����� ��� �������� ���/������ �� ���� ����� ���� x�
k qi,jxl

&�� ��� �������� ����)��� 0�)�� ��%��

k	p :=2jMΔ, ����.��

l	p :=2
[
jm(Δ + βωb

i,d
) + ld

]
; ����.'�

��� kp > k	p� lp > l	p�

λ ≤min

{
φ(kd,Δω)

kd +
1
2jM (1 + 2Δ + βωb

i,d
)
,

ψ(kd, ld,Δω)

kd +
1
2jM (1 + 2βωb

i,d
+ ld)

, 1

}

��� ��� qm(Δ) > 0 �� � �� �� ����� �� ��� �������� �����$���� �& Q(Δ)� 1� &���� �
����

V̇ ≤ −qm‖x‖2 + 2βd‖x‖ ����.��

������ 
��$���� ���� qm ≥ 2βd/δ  � ��$� V̇ < 0 &�� ��� x ∈ R∩H  ���� H := {x ∈
S3
e+ × R

3 × S3
eq × R

3 : δ ≤ ‖x‖ ≤ Δ}�
+�� ��� �� ���������� ��� �� $���%�� �� ���� �� �� �����2��������� ��� �����

��� ��������� &���� � &��� �3������� ��� -��4�� '##�� +������ �#� �� ����������� ���
������ �& ����������� +�� 
���& &�� ��� ������$� �/��������� (eq−, eω, eeq, eeω) =
(0,0,0,0) &���� � ������� ���������

���� ����� �� 	
��� ���

(� ��$� ����

e�hqThT
�
h ehq =

1

4
h2ε̃�ε̃ =

1

4
ε̃�ε̃, ����."�

����� h2 = (±1)2 = 1 &�� ��� h ∈ H � ,���� �� $�� �& �"���  � ��$�

1

8

(
(1 − hη̃)2 + ε̃�ε̃

)
=

1

8
e�hqehq, ����.��

���



����� ����� �� 	
��� 
��

��� �� ����	
��� �
����� ��� �
����� ��
� ����� �� ��
���

1

4
ε̃�ε̃ ≥ 1

8

(
(1− hη̃)2 + ε̃�ε̃

)
�
�����

ε̃�ε̃ ≥ 1− hη̃ �
�����

1 ≥ ε̃�ε̃, �
�����

����� ����� ��	 ��� q̃ ∈ S3 ������� �� 
�� ���
�	���� ����
	���
 ε̃�ε̃ = 1− η̃2� ���

��� 
�� ��  � �� !	�"���

���� ����� �� 	
��� 
��


�  ��
�!����
��� �� #�� 
��


T�
h (ehq)ehq =

1

2
hε̃ �
���$�

��� �� ��%�	��
��
��� �� ��
� ����� ��� 	��		������ 
�� 
�	 �� �� ��
���

Ṫ�
h (ehq)ehq =

1

2
h ˙̃ε−T�

h (ehq)ėhq, �
���&�

����� ḣ = 0 ��
���� '� !�� (	� �
�)&� �� ��"� 
��


˙̃ε =
1

2
[η̃I+ S(ε̃)][s − γT�

h ehq], �
�����


��� ��
������

Ṫ�
h (ehq)ehq =

1

4
{h[η̃I+ S(ε̃)]eω − I}

[
s− 1

2
γhε̃

]
�
���*�

���	� �� #�� ��  ��
�!����
��� 
��
 T�
h (ehq)Th(ehq) = 1/4I ������� h2 = 1 ��	

��� h ∈ H � ����� ��������� 
�� !	����

���� ����� �� ��
��
� 
��

(�	�
 �� ��#�� 
�� ���!���" ����
��� �������
� ��

V (x) :=
1

2

(
e�hqkpehq + e�ωJeω

)
, �
���)�

��� ��
� 
��
 e�hqehq = 2(1 − hη̃)� V (x ∈ {S3
h × R

3 × H}\{0,0} × H) > 0 ���
V ({0,0}×H) = 0� +��� ��
� 
��
 V �� � ����
��� �� x� ����� �������� h� ,���"�	�
��	��� -��� h �� ����
��
 ���  �� �� 	���	��� �� � !�	� �
�	 �� 
�� �.!	��/
���� �
���)�� ,����� V (x) �� !	�!�	 ��� !���
�"� ��#��
� �� 
�� !	�'��
�� ��

ProjS3

h
×R3A = {x ∈ S3

h ×R3 : (ehq, eω) = (0,0)} ��� �����#�� �� � ���!���" ����/

��� �������
�� 0
� ��	�"�
�"� ����� 
�� ������/���! 
	�'��
�	��� �� �*��)�� ���*�/���)�
��
� 
�� ���	�� ���
	����	 ���$� ��� ������ ������

V̇ =e�hqkpTheω + e�ω [S(Jω)eω −kpT
�
h ehq − kdeω

]
�
�����

=− e�ω kdeω. �
�����

���



�� �������	 
���
�

V (x) ���� �������� �	� 
�����
�� �������


V (G(x)) − V (x) =
1

2
kp
[‖[1 + hη̃, ε̃]‖2 − ‖[1− hη̃, ε̃]‖2] �������

=2hkpη̃ �������

�� �� 
��
�
� �	� ��� �

 ���� ���� �� �
 � ��!� �� �
���� �	�� V (G(x))−V (x) <
−2σ �	�
 x ∈ D ����" V (x(t)) �� �������� 
�������
� �#�� ������ $�
��"

V̇ ≤ 0 ∀x ∈ C �����%�

V (G(x)) − V (x) < 0 ∀x ∈ D, �����&�

�

 �	���'��� �	� ��� A �� �
�'����� ������ �
 �	� ����� �
 �	� ��� S3
h × R3� (	�

���� �' �	� ����' �
#�)�� *������#+� �	����� '�� 	����
 ������� ,��� �-�
'����� �


(���" .!!%�� (� �	�� �

" 
��
�

uC(x) =

{ −e�ω kdeω
−∞

∀x ∈ C
otherwise

����%!��

uD(x) =

{
2hkpη̃
−∞

∀x ∈ D
otherwise

����%!��

�

 ��
��
�� �	� ��/������ '�
����


W (x) := e�hqThJeω . ����%��

0� 	�#�

W (G(x)) −W (x) =
1

2

⎡⎢⎢⎣
1 + hη̃
ε̃x
ε̃y
ε̃z

⎤⎥⎥⎦
� ⎡⎢⎢⎣

−hε̃x −hε̃y −hε̃z
η̃ −ε̃z ε̃y
ε̃z η̃ −ε̃x
−ε̃y ε̃x η̃

⎤⎥⎥⎦
�

Jew ����%.�

− 1

2

⎡⎢⎢⎣
1− hη̃
ε̃x
ε̃y
ε̃z

⎤⎥⎥⎦
� ⎡⎢⎢⎣

hε̃x hε̃y hε̃z
η̃ −ε̃z ε̃y
ε̃z η̃ −ε̃x
−ε̃y ε̃x η̃

⎤⎥⎥⎦
�

Jew

=
1

2

⎡⎢⎣(1 + hη̃)(−hε̃x) + ε̃xη̃ + ε̃y ε̃z − ε̃z ε̃y

(1 + hη̃)(−hε̃y)− ε̃xε̃z + ε̃y η̃ + ε̃z ε̃x

(1 + hη̃)(−hε̃z) + ε̃xε̃y − ε̃xε̃y + η̃ε̃z

⎤⎥⎦
�

Jew ����%1�

− 1

2

⎡⎢⎣(1− hη̃)hε̃x + ε̃xη̃ + ε̃y ε̃z − ε̃z ε̃y

(1− hη̃)hε̃y − ε̃xε̃z + ε̃y η̃ + ε̃z ε̃x

(1− hη̃)hε̃z + ε̃xε̃y − ε̃xε̃y + η̃ε̃z

⎤⎥⎦
�

Jew

=− 1

2

⎡⎣−hε̃x − h2η̃ε̃x + η̃ε̃x
−hε̃y − h2η̃ε̃y + ε̃yη̃
−hε̃z − h2η̃ε̃z + η̃ε̃z

⎤⎦� Jew ����% �

− 1

2

⎡⎣hε̃x − h2η̃ε̃x + ε̃xη̃
hε̃y − h2η̃ε̃y + η̃ε̃y
hε̃z − h2η̃ε̃z + η̃ε̃z

⎤⎦� Jew

���



����� ����� �� 	
����� 
��

������ ����� h2 = 1

W (G(x)) −W (x) = −hε̃�Jew, �	
��
�

���

eω = 0 ⇒ W (G(x)) −W (x) = 0 . �	
����

�� ��� ����� ����� ��� ���� ���������� ����� ��� �������� ���� ������

eω = 0 ⇒ Ẇ =ė�hqThJeω + e�hqṪhJeω + e�hqThJėω �	
����

=e�ωT
�
h ThJeω + e�ωG

�
h Jeω �	
����

− e�hqTh

[
(−S(Jω) + kωI) eω + kqT

�
h ehq

]
=− e�hqThkpT

�
h ehq, �	
����

�����  �������� !
" ��� �##����� ��� $� ���� �##����� %���� !
� �� �$����

Ẇ ≤ −e�hq
kp
8
ehq, �	
��&�

���� ��� W �� ����'��(���� �� ��� ��� {x ∈ S3
h × R3 : eω = 0} ∩ C
 )�*�� ��� ��� A

�� *��+����� ����#��������� ���$�� �� ��� ����� �� ��� ��� S3
h × R3


���� ����� �� 	
����� 
��

,� *�� ��� %��#*��� +*������

V (x) =
1

2
(s�h Jsh + e�hqkqehq), �	
����

����� �� #������� ��(���� ��� #��#�� ��������� �� ���� ��� ����*���� �� ��� $�'
������� �+ -���+ �+ )������ !
�
 )�� ����� ���� ���������� ����� ��� ������'���#
��� ���.�������� ���� �� ��������� $� �"
�/�� �!
"�'�!
/� ��� �!
�
�� ������ �*����
��� 0*�������� �����������

V̇ =s�h S(Jω)sh − s�h kωsh − s�h kqT
�
h ehq + e�hqkqThsh − e�hqkqThγT

�
h ehq �	
��"�

=− s�h kωsh − e�hqkqThγT
�
h ehq, �	
��/�

��� $� ����1��� %���� !
�� �� �$����

V̇ ≤ −s�h kωsh − e�hq
γkq
8

ehq. �	
��!�

2��� �� ����*��� V (G(x)) − V (x)
 ,� ����

V (G(x)) =
1

2

[
(eω + γT�

−he−hq)
�J(eω + γT�

−he−hq) + e�−hqkqe−hq

]
�	
��
�

V (x) =
1

2

[
(eω + γT�

h ehq)
�J(eω + γT�

h ehq) + e�hqkqehq
]

�	
����

���



�� �������	 
���
�

���� ���� T�
h ehq = 1/2hε̃ ��� ���� e�hqehq = (1− hη̃)2 + ε̃�ε̃	 ��� 
� ��
������ ���

���� ���������� ���
������ η̃2 + ε̃�ε̃ = 1 �� ���� ���� e�hqehq = 2(1− hη̃)� �����	

2V (G(x)) =e�ωJeω + γ(−h)ε̃�eω +
1

4
γ2(−h)2ε̃�Jε̃+ 2kq[1− (−h)η̃] �������

2V (x) =e�ωJeω + γhε̃�eω +
1

4
γ2h2ε̃�Jε̃+ 2kq[1− hη̃], �������

��� ���������

V (G(x)) − V (x) = 2h
[
kq η̃ − 1

2
γε̃�Jeω

]
, �������

����� �� ���� �� �����
�	 � !"��
 V (G(x)) − V (x) ≤ −2σ < 0 ���� x ∈ D� #��
	

V̇ ≤ −c8/c7V (x) ∀x ∈ C ���$%%�

V (G(x)) − V (x) < 0 ∀x ∈ D,

����� c7 ��� c8 ���� ����� �� &!!����' ��(� )���� ��� !��*������ ProjS3
h
×R3A =

{x ∈ S3
h × R3 : (ehq, sh) = (0,0)}	 ��������� �� �)����"��� �� ���	 $%%�	 +���""���

���� �� ����"��� ���� ��� 
�� A �
 �
� !������""� 
��
"� ���� 
�
�� �� ����������
B̄A = C ∪ D	 ���
 ������ �
� !����� 
��
�"��� �� ��� "���� �� ��� 
�� S3

h × R3

��""��
�

���� ����� �� 	
����� 
��

#�� ����� ���� ��
 ��� 
� ������� 
� �"�� �� ���� ��
 
���� �� ��� !���� ��
#����� ,��� ������� �� 
���� 
!��� ��� ẋ = f(t,x) ����

f(t,x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Theω
J−1
l ξ1

Teqeeω
J−1
l ξ2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , ���$%��

�����

ξ1 =S(Jωb
i,b)eω + S(Jeeω)ω

b
i,d − kpT

�
h ehq ���$%$�

− kd(eω − eeω)− JS(ωb
i,d)eω + τ d,

���

ξ2 =S(Jωb
i,b)eω − kdeω + S(Jeeω)ω

b
i,d ���$%,�

+ kdeeω − ld
2
[ηe,b + S(εe,b)]eeω

− lpT
�
eqeeq + τ d.

#�� ��
� �� ��� !���� �
 
!"�� ���� ��� !���
� -��
�"� �� �
� � .��!���� ��������
�� ���"�/� ��� 
�������� ������ 0��
 ��� �� 
��� ���� ��� 
�� Aδ �������
 �""

���



����� ����� �� 	
����� 
��

�����������	 
�������� 
� ��� ��� �������	� 	������
 �� AΔ� ��������� �� 	���
���� ��� ����
� �� ��� �������� �������� �	 ��
����� ���� ����	�

���	���� ��� �������� �������� ���������

V(x) := V (x) + λW (x), ���� !"

V (x) :=
1

2

[
e�hqkpehq + e�ωJeω + e�eqlpeeq + e�eωJeeω

]
,

W (x) := e�hqThJeω + e�eqTeqJeeω ,

����� �	 ��	����� ��#���� ��� ������ ��������
 �� ���� ��	 ��	��		�� �� ��� 
�$

�����
 �� ��� ����� �� %������ !�&� ��� ����� ��� ����� 
������ 	��� ����
α(x) ≤ V(x) ≤ α(x) ����� ��� ��������	 α(x), α(x) ��� �� ���		 K∞ ��#��� �	

α(x) :=χ�pmχ ���� '"

α(x) :=χ�pMχ. ���� ("

����� χ = [e�hq, e
�
ω , e

�
eq, e

�
eω]

� ��� pm ≤ ‖P‖ ≤ pM ��� ��� 	�����	� ��� ���
�	�
��
�������	 ��

P :=
1

2

⎡⎢⎢⎣
kpI λThJ 0 0

λJT�
h J 0 0

0 0 lpI λTeqJ

0 0 λJT�
eq J

⎤⎥⎥⎦ , ���� )"

��	���������� *������ P �	 ��	����� ��#���� �� ��� ����� ����������	 �����	������

�� ��	 ��� 6× 6 ���
���� 	�
$
���+	 ��� ��	����� ���� �	� ��

kpI � λ2TeJT
�
e

lpI � λ2TeqJT
�
eq .

*� ���� �� ,		������� -�- ��� ��� ���� ���� Tq ��� Teq ��� 
������ ���� �� ���

.��������� ���	������" ��� ���.�������	 �
��� ���� ��� λ < 2
√
min{lp, kp}/jM =: κ�

/�0�� �� �������� ��� ����� ���� ���������� �� V(x) ����
 ��� ���	��$���� ���$
��������	� %� ���� ���� �� #�	� ������� ��� ���������� �� V (x)� 1� ����

V̇ = − kde
�
ω eω + e�ωS(Jeeω)ω

b
i,d − e�ωJS(ω

b
i,d)eω + e�eωS(Jω

b
i,b)eω ���� 2"

+ e�eωS(Jeeω)ω
b
i,d −

(
ld
2
ηe,b − kd

)
e�eωeeω +

(
e�ω + e�eω

)
τ d.

����� ��� �����0 S(·) �	 ������ �� ��	 ��
�����	� �� ���� ���������� ��� 3�������
&444"

‖S(Ja)b‖ ≤ βJ‖a‖‖b‖. ���� 4"

�� �������
 ���� 4"� 5���
6	 ���.������ �5���
� &4&�"��� ,		�������	 -��7-�- ��

���



�� �������	 
���
�

���� ����

e�ωS(Jeeω)ω
b
i,d ≤1

2
βJβωb

i,d
(‖eω‖2 + ‖eeω‖2) ���	
��

e�ωJS(ω
b
i,d)eω ≤βJβωb

i,d
‖eω‖2 ���	

�

e�eωS(Jω
b
i,b)eω ≤1

2
βJ(‖eω‖2 + ‖eeω‖2)(‖eω‖+ βωb

i,d
) ���	
	�

e�eωS(Jeeω)ω
b
i,d ≤βJβωb

i,d
‖eeω‖2. ���	

�

��������� ��� ������ ���	
������	

� ���� ���	���� �� ������

V̇ ≤ −φ(kd, ‖eω‖)‖eω‖2 − ψ(kd, ld, ‖eω‖)‖eeω‖2 +
(
e�ω + e�eω

)
τ d, ���	
��

�����

φ(kd, ‖eω‖) = kd − 1

2
βJ

(
4βωb

i,d
+ ‖eω‖

)
, ���	
���

ψ(kd, ld, ‖eω‖) =
ld
2
ηe,b − kd − 1

2
βJ(4βωb

i,d
+ ‖eω‖). ���	
���

�� ���� �� ���

�� ���
�� �� ���� ηe,b ≥ δn ������ ψ(·)  �! ��  ��� "������� ���
��#�����$! $���� ld� �� ��$$��� ���� V̇ �� �������� �� �%��&���� ��� ������� ��$���
�� eω�

'�(�� �� &�� ��� ����$ �� � ���������� �� V(x) �$��� ��� �$����%$��" ���)���������
�������� ���� ��� ����$ �� � ���������� �� W (x) �$��� ��� �$����%$��" ���)��������
!��$����

Ẇ =ė�q TeJeω + e�q ṪeJeω + e�q TeJėω ���	
*�

+ ė�eqTeqJeeω + e�eqṪeqJeeω + e�eqTeqJėeω

=e�ωh/4[η̃I+ S(ε̃)]eω + e�q TeS(Jω
b
i,b)eω

+ e�q TeS(Jeω)ω
b
i,d − e�q TekpT

�
e eq

− e�q Tekd(eω − eeω)− e�q TeJS(ω
b
i,d)eω + e�q Teτ d

+ e�eω/4[ηe,b + S(ωe,b)]Jeeω + e�eqTeqS(Jω
b
i,b)eω

− e�eqTeqkdeω + e�eqTeqS(Jeeω)ω
b
i,d

+ e�eqTeqkdeeω − e�eqTeqld/2[ηe,bI+ S(εe,b)]eeω

− e�eqTeq lpT
�
eqeeq + e�eqTeqτ d, ���	
+�

��� �! ��������� ���	
�� ��� ���	
+� ���� ���	���� �� ������

V̇ ≤= −χ�Q(ωb
i,b)χ+ 2βd‖χ‖ ���	
��

���



����� ����� �� 	
����� 
��

����� Q(ωb
i,b) = [qij ], i, j = 1, 2, 3, 4 ����

q11 =λThkpT
�
h ��	
��
�

q12 =q�
21 =

λ

2
Th

[
kdI− S(Jωb

i,b) + JS(ωb
i,d)
]

��	
����

q13 =q�
31 = 0 ��	
����

q14 =q�
41 =

λ

2
Th

[
S(ωb

i,d)J− kdI
]

��	
����

q22 =φ(kd, ‖eω‖)I− λ
1

4
J ��	
����

q23 =q�
32 =

λ

2

[
kdI− S(Jωb

i,b)
]
T�

eq ��	
����

q24 =q�
42 = 0 ��	
����

q33 =λTeq lpT
�
eq ��	
����

q34 =q�
43 =

λ

2
Teq

[
S(ωb

i,d)J+
ld
2
[ηe,bI+ S(εe,b)]− kdI

]
��	
����

q44 =ψ(kd, ld, ‖eω‖)I− λ
1

4
J. ��	
����

�� ������ ����
 �	� 
�� �	� �� ��	
��
� 
�� ��	
����� ��� ������!"� ������ ��
�
��� !
���� �� �#
�
����� �" ��� ��������� !���� ����� ηe,b(t) ≥ δn ∈ (0, 1) ∀ t ≥ t0	
$��������� ��� 
!! eω �#�� ��
� ‖eω‖ ≤ Δ ����� �%��� !���� 
�� #  �� ��#���
qij,m 
�� qij,M �� ��� ����� �� ��� �#�&�!���� qij �� Q	 '�%�� �� �
�� �� (�� 

)#
��
��� #  ��&��#�� �� −x�Qx� 
�� 
  !" 2|ab| ≤ a2 + b2 ��� 
�" a, b ∈ R ��
��� ������
!#�� �� ��� ������ �"���� �� ���
��

χ�Qχ ≥(q11,m − q12,M − q13,M − q14,M )‖eq‖2 ��	

*�

+ (q22,m − q21,M − q23,M − q24,M )‖eω‖2
+ (q33,m − q31,M − q32,M − q34,M )‖eeq‖2
+ (q44,m − q41,M − q42,M − q43,M )‖eeω‖2

��� ��

q11,m ≥ 2(q12,M + q13,M + q14,M ) ��	

�
�

q22,m ≥ 2(q21,M + q23,M + q24,M ) ��	

���

q33,m ≥ 2(q31,M + q32,M + q34,M ) ��	

���

q44,m ≥ 2(q41,M + q42,M + q43,M ) ��	

���

����

χ�Qχ ≥ 1

2
(q11,m‖ehq‖2 + q22,m‖eω‖2

+ q33,m‖eeq‖2 + q44,m‖eeω‖2). ��	


�

���



�� �������	 
���
�

�� ������� ��	� 
��


� ����� ��	� ��� Q �� �������� ������� ��� �������

k	d :=
1

2
βJ(4βωb

i,d
+Δ)

k	p := jM (Δ + 2βωb
i,d
)

l	d := [2kd + βJ(4βωb
i,d

+Δ)]/δη 
��

��

l	
′

p := jM (Δ + βωb
i,d
) +

ld
2


��

��

≥ jM (Δ + βωb
i,d
) +

ld
2
ηe,b,

�� ������ ��� �	��� ���� ��	� kd > k	d� kp > k	p� ld > l	d� lp > l	
′

p 	��

λ ≤min

{
φ(kd,Δ)

1
4jM + 2kd + jM (2Δ + βωb

i,d
)
,

ψ(kd, ld,Δ)
1
4jM + 2βωb

i,d
jM + ld

2 2kd
, κ

}
.

�����
V̇(x) ≤ −qm‖χ‖2 + 2βd‖χ‖, 
��

��

����� qm(Δ) > 0 �� 	 ����� ����� �� ��� � 	����� ������	��� �� Q(Δ)� ���
�����	���� V̇ < 0 ��� 	�� x ∈ H := {x ∈ S3

h × R3 × S3
e × R3 ×H : δ ≤ ‖χ‖ ≤ Δ}�

�����
δ := 2βd/qm. 
��

!�

"���� 	�# �������� �����	��� δ	� Δ	 ���� ��	� δ	 < Δ	� �� �	�� ��	� ����� �$����
Δ > δ > 0 ���� ��	�

α−1 ◦ α(δ) =
√

pMδ2

pm
=

√
4pMβ2

d

pmq2m
≤ δ	, 
��

%�

	��

α−1 ◦ α(Δ) =

√
pmΔ2

pM
≥ Δ	. 
��

&�

'� ��� ��� 
��

%� ��	� ����� 	�# δ	 �� �	� �����	�� ��� ���������� �	��� ���� ��	�
��� ���(�	���# �� ��������) �� ��	��# ��� 
��

&�� *����� 	�� ���������� �� 
+�	����� 	��
,��-	� 
..&� ������ /.� ����) ���� � ����� ��	� ��� ��� Aδ 	���	��� 	�� ��	0��������
�����	��� �# ��� 1�� �#�	 ���� ��	����� �� ��� ��� AΔ�
2�$�� �� �	�� �� ������ ��	� ��� ,#	����� �������� �����	��� ���� 0� �� 
���


"����� �� ���� 
..3��� ���� ��	�

V(G1(x)) − V(x) <0 
��

3�

V(G2(x)) − V(x) <0. 
��
�.�

���



����� ����� �� 	
����� 
��

�� ���� ��� 	� 
��� ��� ����

V(G1(x))− V(x) = 2hkp

(
η̃ − 1

2kp
λε̃�Jeω

)
, 
������

������ �� ���	 �� 
����� ��� ���������� 
������ ������ �� ���� ����

V(G2(x)) − V(x) =1

2

[ (
ωb

i,b − z
)�

J
(
ωb

i,b − z
)− lpe

�
eqeeq 
������

− (ωb
i,b − ωb

i,e

)�
J
(
ωb

i,b − ωb
i,e

) ]− λe�eqTeqJ
(
ωb

i,b − ωb
i,e

)
=
1

2

[ (
ωb

i,b − z
)�

J
(
ωb

i,b − z
)− lpe

�
eqeeq 
������

− (ωb
i,b − z− 2J−1ldT

�
eqeeq

)�
J
(
ωb

i,b − z− 2J−1ldT
�
eqeeq

) ]
− λe�eqTeqJ

(
ωb

i,b − z− 2J−1ldT
�
eqeeq

)
,

	���� eeω = ωb
i,b − ωb

i,e ��� 
����� 	�� ��������� ��� ��� ���� ���� T
�
eqeeq = 0 ���

x+ ∈ D2 	���� � !���� ���� eeω = ωb
i,b−z� "�� 
����#� �� ���� ��������$ �� 
���%�

	� ������� ����

lpe
�
eqeeq + 4l2de

�
eqTeqJ

−1T�
eqeeq ≥4ldω

b,�
i,b T�

eqeeq − 4ldz
�T�

eqeeq − 2λωb,�
i,b JT�

eqeeq

+ 2λz�JT�
eqeeq + 4λlde

�
eqTeqT

�
eqeeq. 
������

&�	� ��� ηe,b = δη 	� ���� ε
�
eqεeq = 1 − δ2η� ‖T�

eqeeq‖ = 1/2‖εeq‖ = 1/2
√
1− δ2η

��� e�eqeeq = (1− δη)
2 + ε�eqεeq = 2(1− δη) ��

l	
′′

p :=
(2ld + λjM )(Δ +Δz)

√
1− δ2η − ld

(
ld
jM

− λ
)
(1− δ2η)

2(1− δη)
, 
����%�

	���� ‖z‖ ≤ Δz ��� � �������� 	

�� ��	�
 Δz > 0� ���� ��� �� ���	�
 ��
������� �� ������� ����� T�

eqeeq ��
 T�
e eq� �����
��� �� ��� 
�����	� 
��� �� ���


����� �������� �����
� � �	���� �� Aδ ��� x ∈ C ��
� �� x �� �������� � �	�
 ���
�D1 �� D2� ��� ���	� �� z 
��� ��� ������ ���	
��� 
	���� � �	�
 ������ ż �����
��������� �����
� ad �� ����� �� ���� �� ����� ��� ��� �� �������� ��
 ����!
�"����

����	�� ���� ��	�
 ������� #��	�
���� ���� ��	� limt→∞

∫ t
t0
addτ < ∞�

�� �	�����$� ��� ��� ����� ��%	������� δ ��
 βd� ��� ���������� ����� �����	
���
lp� ���� �� �� ������ ����� ���	�� ���� �������� lp > l	p� �	�� ���� ��� &�� ������ ���

��� A� ��
 lp > l	
′

p ��� �'���(� �� �� �	�"���
� )	���������� ��� ��� ������ δη ∈ (0, 1)

�� ���
 �� ������ lp > l	
′′

p �����
��� �� �'���*�� ��	�� �� ��� lp > max{l	p, l	
′

p , l	
′′

p }�
+��� ��� ���
������ ��� �	�"���
 �����
��� �� �,�������� �� ���� �--.� /�������� .�.�
��
 �� ��� �� �����	
�
 ���� ��� ��� A �� ��� �����
!���
 ������ �� 0#, �� ���
������ ��
 �	���������� ���� �'���.�1�'���2� �� ���� ����� ���� ��� ����
	�� ���
�� ����������� 
��������
 ��
 ��� ��� �� ������� ���	��� ���������� ��� �� �����������
�������
 �� ���������� ��� ���������� ������

���



�� �������	 
���
�

������ ��	 ��� ������� ����� �	
� ���� ��� 
��
���� �� ��� ����	��� �	������

��	��
 �� �����	
� �� ��
��
 ���� ��� ���
���� ��	��
 �� ��� ����
��
 ���	��
 ��������


	
��� �	���� ���
���
�� �� ���� δη << 1 �� ������ l	
′′

p �� ����� �� ��������� �	�

�� ��� ����
 ���
 �� ���� δη ≈ 1 �� �����	
� �� ���� ld �� ����� �� ���������

����� ���
� �� � ����� l	
′

p � ���� ���� �� ���� ����� �� ��� ��
 � ����
 ��	�
 ��

lp �� �������� l	
′′

p = max{l	p, l	
′

p } ��
 ����� �����	� ��
 δη �����	�� ��� ��� �� ��

��
���� ���� ��� 
��	�� �� ���������

���� ����� �� 	
����� 
��

��
���
 ���� �� ��������
�� �� ���� �
�
���
� �� 
�� ����
��� ������
��� ����� ��
 esq =
esq+ ��� Tse = Tse(esq+)�

�� �����
��� �� � � � ��
� ���!�� �� �

��� 
�� "�����#���� ��
�
����� ����$�"�

ėfω = J−1
f

{
−
[
kfdI− S(Jfω

fb
i,fb)
]
efω − kfpT

�
feefq + kfpT

�
leelq + kfdR

fb
lb elω

}
,

����� �
��"� 
��
 
�� 
�
�� "�����#���� ���
�$ "�� 
� ���

�� ��

ẋ1 = f(x1) + g(x)x2, �����%�

�����

f(x1) =

[
T�

feefω

J−1
f [S(Jω)− kfdI] efω − kfpT

�
feefq

]
, �����!�

���"� �� ��$���� 
� 
�� "�����#���� ���
�$ �� ���&�� ��� ��� ������ ������$�� �'#
�����
����� �
�
�� �""������ 
� (�����$ ���� ��� 
�� ��
��"����"
��� 
��$ ��

g(x) =

[
J−1
f kfpT

�
le 0

0 kfdJ
−1
f R

fb
lb

]
, �����&�

����� x1 = [e�fq, e�fω]
�� x2 = [e�lq, e�lω ]

� ��� x = [x�
1 , x�

2 ]
�� (�� 
�
�� ���
�$ ��


��� �� 
�� "��"���� ���$ �)� 	�*�)�  �� +� ���
 ������� �� ���� 
��
 )���$�#

���� )��*)�� ���� ���"�� 
��
 
�� ������ �� 
�� "�����#���� ���
�$ �� ������$��
���$�
�
�"���� �
�
�� �""������ 
� (�����$ )����


���� �� 
��������� 
�	

�� �
��
 
� "���������� δ′ = 1 ������ �� 
��� "��� δ′ �� 
�� ����$�
�� ����� ��
)���$�
��� )���� �� ������
��� �)� !� �� Vf (x1) = 1/2(e�fωJfefω + e�fqkfpefq)
�� �

���

‖e�fωJf + e�fqkfp‖‖x1‖ ≤ c12Vf (x1) =
c12
2

[
e�fωJfefω + e�fqkfpefq

]
, �����,�

��� 
� �������� 
�� 
��������� ��������
� �� 
�� ���
 ���� �� �����,� ��� ���������
�� �

���

(‖e�fωJf‖+ ‖e�fqkfp‖
)2 ‖x1‖2 ≤ c212

4

[
e�fωJfefω + e�fqkfpefq

]2
. �������

���



����� ����� �� 	
����� 
��

�� ��� ���� �	
� �� �
����� �� ����� ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖ ≤ 2(‖x‖2 + ‖y‖2) ��

βfj ≤ ‖Jf‖ ≤ βfJ ���� ����(‖e�fωJf‖+ ‖e�fqkfp‖

)2 ≤ 2ϕ
(
e�fωJfefω + e�fqkfpefq

)
, �
�����

����� ϕ = max{βfJ , kfp}� 
� 	�����	�� �� �
����� 	� �
����� �� ����	�

2ϕ
(
e�fωefω + e�fqefq

) ≤ c212ρ

4

(
e�fωefω + e�fqefq

)
, �
�����

����� ρ = min{βfj , kfp}� ��
 ���� �� ���� �� ������

c12 ≥
√

8ϕ

ρ
�
�����

�� ������ ��� !�� "�� ��� #� �� ���� ����

‖e�fωJf + e�fqkfp‖ ≤ c13, �
���$�

��
 �� ��	�% ��� ��	��%���� 	��&���	��� �&���	�% ��
 �����	�% �
����� �� ����	�

2ϕ2‖x1‖2 ≤ c213. �
��� �

'	��� ‖x1‖ ≤ 1 �� ���� �� ������

c13 ≥
√
2ϕ �
���(�

�� ������ ��� #�� ��
 ���� ����)��	�� ��� 	� �������
�
����� �� �����	
��� �
�

'	��� ‖Tle‖ ≤ 1/2� �
���#� ���	����� ������� ��� %����� ���� ��	���	� �� ���(*�� ����
����

‖g(x)‖ ≤ 1

2

[(
1

J2
fx

+
1

J2
fy

+
1

J2
fz

)(
k2fp + 4k2fd

)]1/2
=: ξ′, �
���!�

����� ξ′ > 0 	� ��������� ��
 ���� ����)��	�� ��� 	� �������
�
����� �� �����	
��� �
��

+�	� ����)��	�� ���
� ������� ‖x2(t)‖ ������%�� �� ,��� �-������	���� �����
.� ������
� ���� ��� �&�	�	��	�) ��	�� (elq, elω, efq, efω) = (0,0,0,0) �� ���

�����
�
 �����) 	� /�'�
+�� ����� ��� ��� ����� �&�	�	��	� ������� ������� ���������

���� ����� �� 	
����� 
��

.	����� ���� �� %������	��� �� ���� ����	�	�� �� ��� ���	�	�� �&�	�	��	� �	
	� ��� esq =
esq+ ��
 Tse = Tse(esq+)�

.� ����� �� ����)	�% ���� �� ���� ���	����� ���������� %�	�� �����
	�% �� θ1 =
[kfq, kfω]

� ∈ Θ1 = R2
+ ��
 θ2 = [klq, klω ]

� ∈ Θ2 = R2
+� 
� 	�����	�% � �(� ��


ω
fb
i,r ��
 sf 	��� ���!�� �� ����	� ��� �����
0���� 
���)	��

ṡf = J−1
f

{
[S(Jfω

fb
i,fb)− kfωI]sf − kfqT

�
feefq + kfqT

�
leelq + kfωsl + τ d

}
�
���#�

���



�� �������	 
���
�

���� ���� ��� ����	 �	���
�	��� �
���� ��� �� ������� ��

χ̇1 = f̃(χ1) + g̃(χ)χ2, �������

�����

f̃(χ1) =

[
Tfesf −TfeγT

�
feefq

J−1
f

{
[S(Jfω

b
i,fb)− kfωI]sf − kfqT

�
feefq + τ d

} ] , �������

����� �� ����	�� �� ��� �	���
�	��� �
���� �� ������� ��
 ��� ������ �������	

��������		
 � ��������		
 ����	� �����
��! �� "������ #��� ��
 ��� ���������������
���� ��

g̃(χ) =

[
J−1
f kfpT

�
le 0

0 kfdJ
−1
f

]
, �������

����� χ1 = [e�fq, s�f ]
�� χ2 = [e�lq, s�l ]

� ��
 χ = [χ�
1 , χ�

2 ]
�� $	��! ���� ���

�	���
�	��� �
���� ��� ��� 	��
��� ��� ����	 �
���� �� �� ��� ���� �$�%��&�$�%#��

"�� ���� �� ��� ����� �������� �� �����
��! ��� ���
������ �� "������ $����

����� �� �����	
��� �
�

"�� �������� g̃(χ)χ2 �� �������	
 ����
�
 ���� �� ���� ��
 �� θ2 ��
 ��������
���� χ2� ���� ��� ��
 θ1 ∈ Θ1 �� ������

Gθ1
(‖χ‖) =1

2

[(
1

J2
x

+
1

J2
y

+
1

J2
z

)(
k2fq + 4k2fω

)]1/2
Ψθ1

(‖χ2‖) =‖χ2‖, �����#�

���� Gθ1
(‖χ‖) �� �������� ��
 Ψθ1

(‖χ2‖) �� �� �	��� K∞� ��
 ��� $��������� ��
��	'		�
 ��� �		 θ2 ∈ Θ2 ��
 �		 χ ∈ S3

e × R3 × S3
e × R3�

����� �� �����	
��� �
�

(� ����		 ���� "������ #�� ���� ������� ��������	 � ��������	 �����	��
 ��� ���
�����
 ����� ��	
� ��� ��� 	��
�� ��
 ��		���� �
���� ��������	
� (� ��� ��� �	���
�����!	���	 ����	�� ��� ��� ���� ������� �� �� ��� ��� �	��� !	���	 ����	��� )�����
���	���� �� ������ ���� ���� Δ1 ��
 Δ2 ��� �� ������ ��������
 	��!� �� ��*� ��
������ �� ��		�� ��� 	���� �� ��� ��������

����� �� �����	
��� �
�

�
 ��		����! ��� 	���� �� "������ #�� ����! ��� +
������ �������� ���
�
���
���#�� �� ������ V̇f < 0 ���� ‖χ1‖ > βfd/qfm := δ1� ����� qfm > 0 �� ���
���		��� ��!����	�� �� Qf := diag{TfekfqγfT

�
fe, kfωI}� ����� �� 
�'��
 �����

	�� �� Q �� ������� $� �������� �� βfd ��� �� ��		 �� �����������
 �
 ��������
��! ��� ������		�� !����� ����� !���� ��
 Δ1 > δ1 > 0� ����� � ��� � ������
���� θ	

1(δ1,Δ1) ∈ Θ1� (� ������ αδ1,Δ1
(‖χ1‖) = 1/2min{βfj, kfq}‖χ1‖2 ��


αδ1,Δ1(‖χ1‖) = 1/2max{βfJ , kfq}‖χ1‖2 ��
 ���� ��� '��� ���� �� ��� ���������� ��
��	'		�
� ��
 ��� �����
 ���� �� ��	'		�
 ��� αδ1,Δ1(‖χ1‖) = min{γfkfq/8, kfω}‖χ1‖2�
"�� 	��� ���,��	��
 �	�� ��	
� ����	�� �� �������������%� ���� cδ1,Δ1(‖χ1‖)
=

√
2ϕ′‖χ1‖1/2 ����� ϕ′ ��� ����
 �� ��� ���� ��
 �� ϕ� ��
 ���� $��������� $�-

��	
� ��� �		 χ1 ∈ H(δ1,Δ1)� �����Δ1 ��� �� ������ ��������
 	��!� �
 �����������

���
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�

�� ����� � ��	 
�� 
�� ������ ��� 
������� ��������

 ��

Vlf (χ) =
1

2

(
s�l Jlsl + e�lqklqelq + s�f Jfsf + e�fqkfqefq

)
, �������

����� �� ����� ��� ����� ������� ��

αlf =
1

2
min{βlj , βfj , klq, kfq}‖χ‖2 �������

αlf =
1

2
max{βlJ , βfJ , klq, kfq}‖χ‖2 �������

������
� ���! 
��� �"�#$� �� 
�������! ��� �
 ��� �� ����� 
��
 �"�#�� �� 
������� ��
��%����
��
��� �
 ������� 
�������& '������
��� "��� "���! 
���� �(��
� � ����
� �
����
��
 Δ0 ���� 
��
 
�� ��� &� �� ����
� � ��)��� δ1! Δ1! δ2! Δ2! ��
��
���&
Δ1 > max{δ1,Δ0} ��� Δ2 > δ2! 
���� �(��
 � δ1 ���� 
��
 αlf (δ1) < αlf (Δ1)�
������� �
 
�� ����
���� �
�����
� �����! &� �� ��� βld �� ��� ����� � ��� δ2 ��
���������& 
�� &���� θ2 ��� 
��� 
���� �(�
� � ����)�
�� θ	

2 ∈ Df2(δ2,Δ2) ∩ Θ2!
���� 
��
 �� �������& �"�#*� ����& 
�� ������ �������+�������! �� ��� 
��
 
��
���
 �,��
��� �
 "���)�
��� "�- �� 
������� 
��

γ(Δ1) =

√
min{βlj , βfj , klq, kfq}Δ2

1

max{βlJ , βfJ , klq , kfq} . �����-�

.���� ��! �� �� � 
��


α−1
δ1,Δ1

◦ αδ1,Δ1(δ1) =

√
max{βfJ , kfq}δ21
min{βfj, kfq} , �����#�


��� 
�� ��� Δ	 > δ	 > 0! 
���� �(��
� ����)�
��� δ1! δ2! Δ1 ��� Δ2 ���� 
��


min

{
Δ1,Δ2,

√
min{βlj, βfj , klq, kfq}Δ2

1

max{βlJ , βfJ , klq, kfq}

}
≥ Δ	 �����/�

����� Δ1 ��� Δ2 ��� �� ������ ����
������ ���&� ��� 
�� ����
��
� βsj ! βsJ ! ksq!
ksω > 0! ���

max

{
δ2,

√
max{βfJ , kfq}δ21
min{βfj, kfq}

}
≤ δ	, �����0�

�� 
������� ����� �� ���������& δ1! kfq �� ��������� ��
 ���� �
 ����� ���! ��� 
��� 
��

�� ���
 ���,����
��� �
 "���)�
��� "�- ��� 
������� ��� 
��� "���)�
��� "�- ������
1
 ��� 
��� �� ��������� 
��
 
�� �,��������) ����
 (elq, elω, efq, efω) = (0,0,0,0)
�
 
�� �������� ���
�) �� ���
��)�� ����
������ ���)�
�
������ �
�����

2�� ����
 
�� 
�� �
��� �,�������� 
������ ������� ���������

���
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���
�

���� ����� �� 	
����� 
��

�� ����� �� ���	
��
 ���� �� ���� ��������� ���������� 
���� ��������
 �� θ1 :=
[kfq, kfω ]

� ∈ Θ1 = R2
+ ��� θ2 := [klq , klω]

� ∈ Θ2 = R2
+� �� ��������
 ������� ����

������ ��� 	�������
 ������� �� ������ ��� ������!���" ���������� ����
���

ṡfh = J−1
f

{−[Cr(ω) + kfωI]sfh − kfqT
�
fhefhq + τ d +Υl

}
, �������

����� Υl = −JfR
fb
lb J

−1
l

(
τ lb
dl + τ lb

al

)
 �	�� ���� ��� ����� ������!���" �����
 ��� ��

������� ��
ẋ1 = f(x1) + g(x2, θ2), �������

�����

f(x1) =

[
Tfhsfh −TfhγfT

�
fhefhq

J−1
f {−[Cr(ω) + kfωI]sfh − kfqTfhefhq + τ d}

]
, �������

��� ��� ��������������� ���
 ��

g(χ2, θ2) :=

[
0

−R
fb
lb J

−1
l (τ lb

ld + τ lb
la)

]
, �����#�

χ1 := [e�fhq, s
�
fh]

� χ2 := [e�lhq, s
�
lh]

� ��� χ := [χ�
1 , χ

�
2 ]

�� $���
 ���� ��� �����

%�� ��� ������ �� "�������� �� $""����& ���' ��� (�������� #�� ��� ����� �����
 ��
�� ��� %��
 �$�'��)�$�'��� *��� ���� +�����
 $��� ��� ��� �� 	������� ����	��
�$�'#� �% $��	
"���� $�# ��,	���� ���� ��� ��������������� ���
 �� � %	������ �%
��� %������� 
���� (θ1) ����� ������� �����#� �� � %	������ �% θ2 ����	�� ��� ������
������� ��� �� "��� �% �� )��� �#����� +����%��� �� ������	� ��� �������� ����
 ���
����� �% -�

� $�� ���� �� ������� .��� ���� ��� ������
 �����
 �� 	��%��
��
"���������� �&"���������� ���� �����%��� ���� ���
"���������� ������� �� ���.��
 ��
��� ���������� ���
 �� ��� ���� ����� Vl(χ2) �� "������� ��/���� ��� "��"�� ���
V̇l �� ��
����� ��/���� %�� ‖χ2‖ > δl �� ������ ���� ‖χ2‖ �� ��	���� ���� �� %��
��� r > 0 ����� �&���� Δ(r) > 0 �	�� ���� supt≥t0‖slh(t)‖ ≤ supt≥t0‖χ2(t)‖ ≤ Δ
%�� ��� ������� ���������� ‖χ2(t0)‖ < r, t0 ≥ 0� 0��
 $��	
"���� ��� �� .��� ����
‖ωlb

i,ld‖ ≤ βωld
��� ‖ω̇lb

i,ld‖ ≤ βω̇ld
��� ������	�	� ��� ��	���� %	������� %�� ��
�

"������� ���������� +�	� �� %������ %��
 ��� ��/������ �% ��� ������
 �	�%��� �#��1��
���� ��� ��
	��� �������� �% ��� ������ �"������%� �� 	""�� ��	���� ���� ‖ωlb

i,lb(t)‖ ≤
Δω := βωld

+Δ+ γ/2 %�� ��� t ≥ t0 ≥ 0� +�� ���������� �% �#��1�� ��� �� �������
��

ω̇lr = ω̇lb
i,ld − γl(Ṫ

�
lhelhq +T�

lhėlhq) , �����1�

����� ��������
 �� -�

� #�� �� ����

Ṫ�
lhelhq =

1

4
{hl[η̃lI+ S(ε̃l)]− I}

[
sl − 1

2
γlhlε̃l

]
, �������

��� �� ��������
 ������� ��� �#��� ���� �����1� �� ������

ω̇lr = ω̇lb
i,ld −

1

4
γlhl[η̃lI+ S(ε̃l)][slh − γlT

�
lhelhq]. �����'�

���



����� ����� �� 	
����� 
��

���� �� ����	
��� �
������ ������� ��� �
����� ��
� �
���� �� ��
���

τ lb
la =Jl

(
ω̇lb

i,ld −
1

4
γlhl[η̃lI+ S(ε̃l)][slh − γlT

�
lhelhq]

)
�������

− S(Jlω
lb
i,lb)[ω

lb
i,ld − γlT

�
lhelhq]− klqT

�
lhelhq − klωslh.

����� ��� 
�	 � �� ������� �	� ��
��	 ����
��
 �	 !""�	 ��!���� �� ��#� 
��

‖τ lb

la(t)‖ ≤ βla(θ2)� ���	� βla(θ2) �� � "���
�#� "�	� �
�	� $�	 ��� t ≥ t0 ≥ 0 ���
%��
� $�	 ���� δl > 0 ���	� δl ����
�� 
�� ��&� �$ 
�� 	����!�� B̄δl $�	 
�� �����	
�"����	�$
� ��� ��
�	������
��� 
�	 �����
� ��� 
�!� �� �	�

�� ��

‖g(χ2, θ2)‖ ≤ 1/jlm[βld + βla(θ2)], �������

��� �� �����!�� 
��
 
�� ��
�	������
��� 
�	 �� !��$�	 �� ��!���� ��� ��� ��	
�

δl�
'�	 
�� $������	 �� ��%�� � (��"!��# $!��
��� �������
� ��

Vf (x1) :=
1

2
(s�fhJfsfh + e�fhqkfqefhq), �����)�

����� �� "���
�#� ��%��
� ��� "	�"�	 ����	���� 
� 
�� ����!����� �� 
�� ���������
�$ "	��$ �$ ����	� 
��� *
� 
�
�� 
� � ��	�#�
�#� ����� 
�� 
	�+��
�	��� �$ 
��
������,���" ���
� f �$ ������� ��

V̇f =− s�fhCr(ω)sfh − s�fhkfωsfh − s�fhkfqT
�
fhefhq + e�fhqkfqTfhsfh

− e�fhqkfqTfhγfT
�
fhefhq + s�fh

[
τ
fb
fd −R

fb
lb J

−1
l (τ lb

ld + τ lb
la)
]

�������

��� �� ����	
��� ����-�� ��� �""����� 
�� $��
 
��
 Cr(ω) �� �.��,��  �
	��� ��
��
���

V̇f ≤ −χ�
1 Qfχ1 + s�

[
τ
fb
fd −R

fb
lb J

−1
l (τ lb

ld + τ lb
la)
]
, �������

���	� Qf := diag{γfkfq/8I, kfωI} �� ��
����� �� �""����� (�  � 
��� ��� ��

��	�$�	� "���
�#� ��%��
�� /0� ������� ��� ��� �� �	�

�� ��

V̇f ≤ −qfm‖χ1‖2 + βf‖χ1‖ , �����-�

���	� βf := βfd + 1/jlm(βld + βla(θ2)) ��� qfm > 0 �� 
�� � �����
 �����#��!�

�$ Qf � ��!� V̇f < 0 ���� ‖χ1‖ > δf := βf/qfm ��� δf ��� �� �� ������� ��
���	������ qfm ����� �� ���� �� ���	������ 
�� ���
	����	 ������ ��� ������ �� Vf

�!	��� +! "� �� �1"	����� ��

Vf (Gf (x1))− Vf (x1) = 2hf (kfq η̃f − 1

2
γf ε̃

�
f Jfefω) , �����
�

��� �� ��%���� 
�� 2�� ��� +! " ��
� �� �� ����
� �� ���!	� 
��
 Vf (Gf (x1)) −
Vf (x2) < −2σf ���� x1 ∈ Df � 
�!� Vf �� �
	��
�� ���	������ �#�	 +! "�� ��� 
���

V̇f ≤ 0 ∀x1 ∈ Cf/Bδf , ��������

Vf (Gf (x1))− Vf (x1) < 0 ∀x1 ∈ Df . ��������

���



�� �������	 
���
�

����� ���	 ��
��
	 ��
� ��������� ��� ��� ��
 ����
 �������� �
 ���
 ���� ����
��
 �
�� Al = {x2 ∈ S3

h×R3×H : (elhq, slh) ∈ B̄δl} ��� Af = {x1 ∈ S3
h×R3×H :

(efhq, sfh) ∈ B̄δf } ��
 ������	�� ���	���������� �����
� ��� �� ������� ���� ����

���� ��
 �
� �� ��
 ������� ����
	 ��� ��
 �
� �� ��
 ������ ����
	 ��
 ������	��
���	���������� �����
 �� ��
 ����
 �� ��
 �
� S3

h × R3 ��� ��
 �����	
���	��
�

�
�	 �� ������	�� �����
�� ��
 �
� A = {x ∈ S3
h × R

3 × H × S3
h × R

3 × H :
(efhq, sfh, elhq, sfh) ∈ B̄δr} ��
�
 δr = δf + δl �� ��
 ����
������ ����
	 ��� ��

����� ������
� ����
	 �� ������	�� ���	���������� �����
 �� ��
 ����
 �� ��
 �
�
S3
h × R3 × S3

h × R3�

���� ����� �� �	
��
� ��


�� ���
����� � �!"# ���� �
� 
# ��� �������� � �
!#� ��
 ����
������ ����	��� 	��
�
 �����
� ��

mf ṡ+ (Ct +Kd) s+Kpp̃− ffd +
mf

ml
(fld + fla) = 0 . ���
$ #

% �������
 &������� �������� ��������
 �� ����
� ��

Vt(x) :=
1

2
s�mfs +

1

2
p̃�Kpp̃ > 0 ∀ s �= 0, p̃ �= 0 , ���
$$#

��
�
 x = [s�, p̃�]�� ����� �� ���
� ��� ���
� �����
� �� κ := 1/2min{mf , kpm}
��� κ := 1/2max{mf , kpM}� �
��
����
��� �� ��'
�
�������� �� ���
$$# ����� ��

����
������ ���(
�����
� �
 ������

V̇t = −s�Cts− s�Kpp̃− s�Kds+ p̃�Kp
˙̃p+ s�

(
ffd − mf

ml
(fld + fla)

)
, ���
$)#

��� �� ����� ��
 ���� ���� Ct(ω
l
i,l) �� �*
����		
����� �
 �����
� ������

V̇t = −(s� − ˙̃p�)Kpp̃− s�Kds + s�
(
ffd − mf

ml
(fld + fla)

)
���
$"#

= −x�Px+ s�
(
ffd − mf

ml
(fld + fla)

)
���
)+#

≤ −pm‖xt‖2 + α′‖xt‖ ���
)!#

��
�
 P := diag{Kd, γKp}� α′ := [αfd + mf/ml(αld + αla)] ��� pm > 0 �� ��


�	���
�� 
��
�����
 �� P� ���� V̇t(x) < 0 ��
� ‖x‖ > δ =: α′/pm ���

lim
δ→0

κ(δ)δp

κ(δ)
= lim

δ→0

max{mf , kpM}δ2
min{mf , kpm} = 0, ���
)
#

����� ����� ���� δ ��� �
 ��	�����
� �� ����
����� pm ����� �� ���
 �� ����
�����
��
 ��������
� ������ ��� �
 ��� �������
 �� �������� ��
��
	 %�" ���� 
,������
���	 ����� �� ��
 ����
������ ����
	 �� ������	�� �������� ����������� 
-���
�������
�����
�

���
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�� ������ ���� �
� �������� ������ ��� ���������	 �
�
���������� ��������������

z = ξ − 1

ka
a+

ki
ka

ζ, �������

�� ������ �
� �
�����
��� ��������

mf ṡ = −(Ct +Kd)s −Kpp̃− kaz+ b(t). �������

� ���� ��! � ������ ��������� �� ��"��� ��

V (x) :=
1

2

[
kp
k1

(
ek1p̃

2
x + ek1p̃

2
y + ek1p̃

2
z − 3

)
+ s�mfs+ z�z

]
, �����#�

�
��� x = [e�p , s�, z�]�$ �
��
 �� ������!� ��"���� ��� ������$ �� �� �
�� ��%��
&� ���� �� "�� � ������� α(x), α(x) ∈ K∞ � �
 �
�� α(x) ≤ V (x) ≤ α(x)� '��
�
�  ���� �� �� � ������ �� �����

V (x) ≤1

2

[
3
kp
k1

(
ek1‖x‖

2 − 1
)
+ (1 +mf )‖x‖2

]
. �������

�� ������

� �� �%��������
 � ������ � �	���� � �( ���� � ������ �� ���� �� "��
� �������� c14 � �
 �
�� ec14‖x‖

2 − 1 ≥ ‖x‖2$ ����

c14 ≥ sup
x∈R9

ln(‖x‖2 + 1)

‖x‖2 = 1

�
��
 �� � ��$ 
����  � �� ��"��

α(x) := c15

(
ec14‖x‖

2 − 1
)
, �����)�

�
��� c15 := 2max {kp/k1, 1 +mf} ��� c14 := max{k1, 1}� *�%� �� "�� � ( �������

���� �� �� �� V � +���

��	 �
��

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
≥ 1 + x, �������

�� ������ (
ek1p̃

2
x + ek1p̃

2
y + ek1p̃

2
z − 3

)
≥ k1(p̃

2
x + p̃2y + p̃2z), �����,�


����$ �� ��"��
α(x) := c16‖x‖2, ����,-�

�
��� c16 := 1/2min{kp,mf , 1}� *�%�$ �� �!�
 ��� �
� ����
 ���� ����!���!� ��
V (t,x) �
��	 �
� �
�����
��� ���.��������$ ����

V̇ (t,x) =− s�
[
Ct(ω

l
i,l) +Kd

]
s − s�Kpp̃− ˙̃p�Kpp̃

− s�kaz+ s�b(t) + z�
(
ka ˙̃p+

ki
ka

p̃

)
. ����,/�

���



�� �������	 
���
�

�� ��������	 
��
�� ��� ������	 γ := ki/k
2
a� �� ������

V̇ (t,x) ≤− s�kds− p̃�γkpp̃+ s�b(t), 
��
�
�

≤− χ�Qχ+ αd‖χ‖,

����� χ := [p̃�, s�]� ��� Q := diag{γkpI, kdI}� �� ������	 δ := αd/qm �����

qm �� ��� �������� ��	������� �� Q �� �� ������� ���� V̇ ≤ 0 ��� ��� ‖χ‖ ≥ δ� ���
���� ������� ��������� ��������� �� ��� ����������� ����� �� ��������� ���� V (t2) ≤
V (t1), ∀ t2 > t1 > t0 ���� ‖χ‖ ≥ δ� ��� ���� �� ������� ���� ��� ����� x �� ���������
��������  � ����� ������	���� �� ����� ��������!� ������ 
"������ 
##
�� ��
��$����������� �� 
��
�
� �� ������

V̈ (t,x) =2s� (Ct +Kd) s + 2s�Kpp̃+ 2s�kaz 
��
�%�

− 2s�b(t) − 2p̃�kp ˙̃p− s�(C�
t +Kd)b(t)

− p̃Kpb(t)− z�kab(t) + b(t)�b(t) + s�ḃ(t),

����� ��� ����� ��� ������ ����� �� �� ������� 
����� ��� ����������� ����� �� ���
������&���� ������ ��� ����� �� �� ��������� ������ ��� ��� ������ �� �������
��������� ����'��	 � ������� ����������� �� ��� ������� �� ����������� ���� V̈
�� �������� ����� ������ ���� V̇ �� ��������� ����������� ��� ����� V �� �����
������� ��� V̇ �� ��	����� ����&������� ��� ‖χ‖ ≥ δ� �� ����� ��������!� �����
���������	 ���� ‖χ‖ → δ �� t → ∞�

���� ����� �� 	
��
����� 
��
���� ��� Jr

(�� Jr �� 
)�
)��� �� ����������� ��� �����* ��� �� ������ Jr = J2
r ����� ����� ����

A = A2� �� ��� �� ���������� ���������� ��� �����* A2 = [aij ], i, j ∈ {1, . . . , n}
���� aij = (1− 1

n )
2 + (k − 1)( 1n )

2 ��� i = j ��� aij = − 2
n (1− 1

n ) + (k − 2)( 1n )
2 ���

i �= j� (�� ��� ���������� �������� �� �� ����� ���� ������� �� A ���� �� �� ���
���� �� �� A2�  ��� ��� �� ������ ��

(1− 1

n
)2 + (k − 1)(

1

n
)2 = 1− 1

n

��
�+�

1− 2

n
+

1

n2
+

k

n2
− 1

n2
= 1− 1

n
⇒ k = n 
��
�,�

− 2

n
(1− 1

n
) + (k − 2)(

1

n
)2 = − 1

n

��
���

− 2

n
+

2

n2
+

k

n2
− 2

n2
= − 1

n
⇒ k = n 
��
�-�

����� 
��
�+� ��� 
��
��� ��� ������������ ��� ���	���� ��� ���&���	���� ��������
�� A ��� A2�  ��� ����� ���� A2 = A ∀ n ∈ N�

����� ���� �� ��� 	
���	
� ���������� ��

� 	
 � ��
������	�� 
�

��� ����� �� ��� �
���	
�

���� ��� �����	���� ������ ��
����� �� ��� ��� {x ∈ R9 : ‖χ‖ ≤ δ} ��	�� ��
��	
� ��� ��	�	
�

���


